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Resumen

En este articulo abordamos el analisis historico y epistemoldgico del infinito como concepto
matematico, mirado bajo el lente de la metafora conceptual, tratando de precisar los obstaculos
que impidieron, por largos periodos de nuestra historia, la aceptacion del infinito actual,
permitiéndose solamente la existencia del infinito potencial. Argumentamos que este analisis es
un tema de especial relevancia a considerar en las agendas de investigacion dentro de la
didactica de las matematicas. En particular, mostraremos como el desarrollo de ciertas
metaforas conceptuales condujo a un proceso de axiomatizacion del infinito actual, que
concluyo con los trabajos de Georg Cantor. La metodologia implementada se apoya en una
investigacion bibliografica de caracter cualitativo y argumentativo fundamentada en una meta-
etnografia. A partir de esta investigacion, se obtiene informacion sobre las estructuras
matematicas que transitan entre los diferentes dominios de partida y de llegada de las metdforas
conceptuales, a través de las cuales se desarrolld el infinito matematico durante cuatro estadios
principales de la historia, mostrando ademas la transicion del infinito potencial al infinito actual.
En particular, se identifican al menos cinco metaforas diferentes que el profesor debe considerar
y el estudiante debe desarrollar para lograr una comprension adecuada del infinito matematico.
Palabras clave: Infinito potencial; Infinito actual; Metafora conceptual.

FROM POTENTIAL TO ACTUAL INFINITY: A HISTORICAL JOURNEY
THROUGH CONCEPTUAL METAPHOR

Abstract
In this article we address the historical and epistemological analysis of infinity as a mathematical
concept, seen through the lens of conceptual metaphors, trying to specify the obstacles that
prevented, for long periods of our history, the acceptance of actual infinity, allowing only the
existence of potential infinite. We argue that this kind of analysis is of special relevance to be
considered in research agendas within the didactics of mathematics. In particular, we will show
how the development of certain conceptual metaphors led to a process of axiomatization of
actual infinity, which ended with the works of Georg Cantor. The implemented methodology is
supported by a qualitative and argumentative bibliographic research based on a meta-
ethnography. From this research, information is obtained about the mathematical structures
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which are been mapped between starting and ending domains of conceptual metaphors, through
which mathematical infinity was developed during four main stages of history, showing the
transition from potential infinity to actual infinity. In particular, at least five different metaphors
are identified that the teacher must consider and the student must develop to achieve a proper
understanding of mathematical infinity.

Keywords: Potential infinity; Actual infinity; Conceptual metaphor.

DO POTENCIAL INFINITO AO ATUAL: UMA VIAGEM HISTORICA ATRAVES
DA METAFORA CONCEITUAL

Resumo
Neste artigo abordamos a andlise historica e epistemologica do infinito como conceito
matematico, visto pelas lentes da metafora conceitual, tentando especificar os obstaculos que
impediram, por longos periodos de nossa historia, a aceitagdo da existéncia do infinito atual,
permitindo apenas a existéncia do potencial infinito. Argumentamos que esta anélise ¢ um tema
de especial relevancia a ser considerado nas agendas de pesquisa no ambito da didatica da
matematica. Em particular, mostraremos como o desenvolvimento de certas metaforas
conceituais levou a um processo de axiomatizacao do infinito atual, que culminou nas obras de
Georg Cantor. A metodologia implementada ¢ sustentada por uma pesquisa bibliografica
qualitativa e argumentativa com base em uma metaetnografia. A partir dessa pesquisa, sao
obtidas informacgdes sobre as estruturas matematicas que passam entre os diferentes dominios
inicial e final das metaforas conceituais, por meio das quais o infinito matematico foi
desenvolvido durante quatro etapas principais da historia, mostrando também a transi¢do do
infinito potencial para o infinito real. Em particular, sdo identificadas pelo menos cinco
metaforas diferentes que o professor deve considerar e o aluno deve desenvolver para alcangar
uma compreensao adequada do infinito matematico.

Palavras-chave: Potencial infinito; Atual infinito; metafora conceitual.

Introduccion

El infinito matematico es uno de los conceptos mas complejos a los que se enfrentan
estudiantes y profesores en el aprendizaje de las matematicas, y por ello ha sido ampliamente
estudiado desde diferentes perspectivas teoricas en didactica de la matematica. A pesar de esto,
no es posible afirmar que comprendemos los complicados procesos cognitivos que se
desarrollan en relacion a su aprendizaje. Existen numerosos trabajos (e.g. Arrigo y D’ Amore,
1999; Fischbein, 2001; Tall, 1991) que dan cuenta de la dificultad y complejidad que presenta,
en este caso, el obstaculo epistemoldgico. En particular, Arrigo y D’ Amore (2004) plantean que
el aprendizaje de la concepcion actual del infinito matematico se produce lentamente, de modo

contradictorio, tras un largo proceso de maduracion y sistematizacion cognitiva.
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De manera general, existen diferentes teorias en la investigacion en didéctica de las
matematicas que intentan dar respuesta a la pregunta esencial: ;Como se aprende en
matematicas? Algunas de estas teorias sostienen que creamos nuestros sistemas conceptuales
con la ayuda de metaforas, que establecen correspondencias que solo pueden surgir a través del
uso del lenguaje, y que indican el carécter social y supraindividual del aprendizaje. Dentro de
este contexto también se afirma que la proyeccion metaforica es un mecanismo recursivo a
través del cual la cultura se perpetia y se reproduce en un sistema de conceptos que crece
continuamente (Sfard, 2008). Generalmente, se reconoce que en nuestra vida diaria el uso de
metaforas nos ayuda a comunicarnos de manera efectiva, a comprender topicos complejos, a la
vez que condiciona nuestras actitudes y nuestros razonamientos (Flusberg, Matlock y
Thibodeau, 2018). De manera mas especifica, las denominadas metdaforas conceptuales
aparecen en los estudios de lingiiistica cognitiva que se apoyan en la teoria de la Embodiment
Cognition (EC) (Rosch, Thompson, y Varela, 1991). Esta teoria considera que ciertos sistemas
conceptuales humanos se basan en simulaciones sensomotoras de modalidades especificas del
funcionamiento del cerebro humano, y que el cerebro, el cuerpo y el medio ambiente del ser
humano estan acoplados dinamicamente y se influyen entre si. Apoydndose en esta teoria
cognitiva Lakoff y Nuiez (2000) proponen que el aprendizaje de la concepcion actual del
infinito matematico se basa en un tipo de metdfora conceptual, mediante la cual, los procesos
que continuan indefinidamente se conceptualizan de manera que alcanzan un resultado final,

una especie de “completamiento metaférico™.

Notemos que asumir como valida esta teoria cognitiva también tiene implicaciones sobre
las creencias epistemologicas basicas sobre las que se construye el discurso del profesor de
matematicas. En la actualidad existen dos acercamientos radicalmente opuestos hacia el
aprendizaje que guian dicho discurso, y que constituyen en si mismas, metaforas: la metdfora
de la adquisicion y la metdfora de la participacion (Sfard, 2008). La metdfora de la adquisicion
es la que subyace a nuestra idea sobre el aprendizaje en general. En este caso aprender se
entiende como ganar posesion de, o adquirir conocimientos, y el estudiante es un sujeto que
desarrolla conceptos, que construye conocimientos. En la metdafora de la participacion el
estudiante es un sujeto interesado en la participacion activa en cierta clase de actividades o
practicas matematicas, y el aprendizaje se ve como la integracion del estudiante a una

comunidad matematica en accion, lo que implica la habilidad de comunicarse en el lenguaje de
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la comunidad y de actuar segin sus normas particulares. Esta nueva vision del aprendizaje
propuesta por esta Ultima metafora, presupone un cambio en el discurso del profesor que lo
libera de la paradoja del aprendizaje planteada por Platon en su Menon (Cobb, Yockel y Wood,
1992), mediante la “desobjetivacion del conocimiento” (Sfard, 2008). Sin embargo, si
consideramos que lo perceptual es origen del pensamiento, entonces no se puede escapar de la
objetivacion del conocimiento, y por lo tanto, el uso de estas metaforas en el discurso del
profesor constituye también fuente de dificultades a las que se enfrenta un estudiante durante el

aprendizaje de cualquier concepto matematico.

Por otra parte, para comprender con mayor profundidad los procesos de aprendizaje de
un determinado objeto o concepto, y en nuestro caso, del infinito matematico, es importante
entender como éste fue surgiendo a lo largo de la historia. Esto implica observar cuéles fueron
las etapas de mayor o menor desarrollo en las que se puede marcar algin progreso en su
conceptualizacién como ente matematico o de las distintas partes que lo constituyen (Font,
2007). Para abordar este tipo de analisis historico del infinito como concepto matematico desde
una perspectiva epistemologica es util el estudio de los mecanismos metaforicos, y en especial,
de las metdforas conceptuales que condujeron a su proceso de axiomatizacidon, proceso que
culminé en el siglo XIX con los trabajos de Georg Cantor. Es precisamente en el estudio de
estas metdforas conceptuales y en su surgimiento a lo largo de la historia, en el que nos
centraremos en este trabajo, con el objetivo de identificar dificultades, que en relacion a estas

metaforas, el estudiante debe vencer durante el aprendizaje de este concepto matematico.

Marco Teodrico

En el estudio de un concepto desde el punto de vista histdrico y epistemologico se analiza
no solamente la constitucion y funcion técnica de dicho concepto, sino también la manera
compleja en que los desarrollos teoricos se producen, para llegar a convertirse en elementos de

discursos matematicos con significados determinados y reconocimiento en una época dada.

Siguiendo esta premisa de investigacion, para fundamentar nuestro andlisis nos
apoyaremos en los estudios de la lingiiistica cognitiva realizados por Lakoff y Nufiez (2000),
basados en la teoria de la EC (Rosch, Thompson, y Varela, 1991), que propone que ciertos
procesos constituyentes de la cognicion estdn basados y se derivan de la interaccion del medio

con el individuo, y que esta interaccion genera que conceptos abstractos como los matematicos
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puedan emerger a través de sus percepciones y acciones corporales por medio de images
schemas (Rohrer, 2006). A pesar de que nadie sostiene que la £C sea el unico fundamento sobre
el cual se basa el pensamiento y el lenguaje humanos, los estudios experimentales que se han
realizado cada vez con mayor frecuencia en los ultimos afios, indican que este tipo de
mecanismo a menudo juega un papel muy importante en la forma en que los seres humanos le

damos sentido a nuestro mundo (Wilson y Gibbs, 2007).

Ademas, la lingliistica cognitiva nos ofrece un conjunto de técnicas para estudiar
estructuras conceptuales implicitas en nuestras experiencias y que son, en gran parte,
inconscientes, jugando un rol fundamental en la construccion de ideas matematicas (Gallese y
Lakoff, 2005; Lakoff y Nufiez, 2000). Desde esta perspectiva, images schemas pueden derivar
en mecanismos cognitivos conocidos como metdforas conceptuales, que constituyen
asociaciones o enlaces inconscientes entre dominios conceptuales diferentes, en el que la
estructura del dominio de partida infiere una estructura en el dominio de llegada. El origen de
una metdfora conceptual puede ser una experiencia del mundo fisico, asi como una
conceptualizacion ya existente, creando un vinculo que conecta conceptos o subdominios, fuera

o dentro de las matematicas, como se muestra en la Figura 1.

Otro de los mecanismos cognitivos relevantes en este tipo de anélisis es la integracion
conceptual, que también constituye una asociacién o enlace inconsciente entre dominios
conceptuales diferentes, pero a diferencia de la metdfora conceptual que representa una
aplicacion desde un unico dominio conceptual de partida hacia un dominio conceptual de
llegada, en este caso se parte de varios dominios que se conectan para “proyectarse”

selectivamente en un dominio de llegada donde se desarrolla una estructura nueva.

Figura 1. La metifora conceptual

DOMINIO DE PARTIDA DOMINIO DE LLEGADA

Estrugtura conceptual Estructura conceptual
ya existente (puede inferida mediante

estar pasqda enuna asociacion (puede ser
experiencia del mundo inconsciente)

fisico)

Fuente: Elaboracion propia
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Para entender la naturaleza cognitiva y la estructura conceptual subyacente al infinito
matematico, nos referiremos a dos dimensiones principales de los fendmenos cognitivos que
ocurren en este caso: uno es el aspecto (Comrie, 1976), y el otro es la metdfora basica del
infinito (MBI) (Lakoff y Nufiez, 2000). Tanto el aspecto como la MBI, son mecanismos

cognitivos que se basan en la EC.

Este marco tedrico nos permitira mostrar el desarrollo y la evolucion de algunas de las
metaforas conceptuales que caracterizan la construccion del infinito matematico como concepto
clave y soporte fundamental del s6lido edificio matematico a lo largo de la historia. Partimos de
la premisa de que la naturaleza de las matematicas se puede apreciar de forma mas clara a partir
de estas metdforas conceptuales, y especialmente a partir de las metaforas que se vinculan con
el infinito matematico, ya que éste se encuentra en el centro de numerosos dominios
fundamentales como la geometria proyectiva, el calculo infinitesimal, la topologia o la teoria de

conjuntos, por solo citar algunos.

Marco Metodologico

Como ya hemos mencionado, el objetivo de esta investigacion es identificar las
dificultades, que en relacion a las metdforas conceptuales, el estudiante debe enfrentar durante
el aprendizaje de este concepto matematico. Para lograr este objetivo nos proponemos obtener
informacion sobre los aspectos y las estructuras matematicas que transitan entre los diferentes
dominios de partida y de llegada de las metdforas conceptuales, a través de las cuales se
desarroll6 el proceso de axiomatizacion del infinito matematico durante distintas etapas de la
historia, mostrando ademas la transicion del infinito potencial al infinito actual. En particular,
se trata de identificar las diferentes metdforas conceptuales que el estudiante debe desarrollar

para lograr una comprension adecuada del infinito matematico.

La metodologia implementada se apoya en la investigacion bibliografica de caracter
cualitativo y argumentativo. Para realizar la seleccion de la literatura, y la interpretacion y el
analisis de la informacion extraida, se utiliza el método de la meta-etnografia (Noblit y Hare,
1998) que nos permite sintetizar de manera sistematica los resultados de nuestra investigacion
y dar respuesta focalizada a las preguntas establecidas por el objetivo de investigacion
mencionado anteriormente. Este método nos proporciona una forma especifica de realizar meta-

sintesis cuya meta va mas alla del resumen y el analisis de datos, donde los hallazgos de los
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estudios originales se convierten en datos que son analizados a través de un proceso riguroso de
interpretacion y comparacion de ideas, conceptos y perspectivas relevantes, conduciendo asi a

la sintesis esperada.

En la meta-etnografia los estudios pueden relacionarse entre si de tres maneras: primero,
estos pueden ser directamente comparables como traslaciones reciprocas, es decir, que con los
conceptos usados se busca el grupo de ideas dominantes que pueden abarcar otros nuevos grupos
de conceptos o metaforas. Segundo, ellos pueden estar en oposicion o como traslaciones que se

refutan. Y tercero, los estudios en conjunto pueden presentar una linea de argumentos.

Para llevar a cabo nuestra investigacion seleccionamos noventa documentos entre libros
de historia de las matematicas y de matematicas avanzadas, articulos historicos y ediciones de
manuales originales, publicados en el periodo comprendido entre los afios 1985 y 2020, y donde

se tratan temas relacionados con el desarrollo del infinito matematico.

El método fue implementado siguiendo las siete etapas propuestas por Noblit y Hare: 1)
se inicio y decidi6 el fendomeno a estudiar, identificando areas de interés ttiles para la sintesis;
2) se decidio qué estudios cualitativos eran relevantes, lo cual requiri6é determinar el alcance de
la sintesis propuesta; 3) se realizo la lectura critica de los estudios seleccionados para identificar
los conceptos principales y la extraccion de las metaforas interpretativas; 4) se determiné la
relacion entre los estudios: esta etapa incluy6 la elaboracion de listas de metaforas claves en
cada estudio y sus relaciones con otros estudios; 5) se realizaron las traslaciones entre los
estudios, es decir, se tomaron los conceptos intactos de cada estudio para permitir la
comparacion con los otros; 6) se hizo una sintesis de las traslaciones, llegando a una nueva
interpretacion de la teoria; y por ultimo en la fase final correspondiente al paso 7), la sintesis ha

sido expresada.

Analisis y resultados

En esta seccion presentaremos primeramente un analisis de la evoluciéon del infinito
como concepto matematico a lo largo de la historia, centrandonos en cuatro periodos principales
de su desarrollo. Posteriormente analizaremos dichos periodos histéricos reconociendo ideas y
paradojas contra-intuitivas que surgieron en relacion a éste, desde la perspectiva de la EC y la

lingiiistica cognitiva, identificando asi las metdforas conceptuales que se originaron en su
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proceso de axiomatizacion y que los estudiantes deben desarrollar para lograr una comprension

adecuada de dicho concepto.
1. Analisis de la evolucion del infinito matematico a través de periodos historicos

A continuacion analizaremos la evolucion historica del infinito matematico, con el
proposito de identificar las metdforas conceptuales que se originaron a lo largo de la historia,
permitiéndonos crear este concepto matematico. A partir de la investigacion realizada, nuestro
analisis se centrara en cuatro periodos historicos principales que son relevantes para estudiar el

desarrollo del infinito matematico desde nuestra perspectiva.

Comenzaremos nuestro analisis destacando que, desde la mas remota antigiiedad, los
hombres se fascinaron con el infinito. Este es, indiscutiblemente, uno de los conceptos mas
intrigantes y controversiales que haya creado la mente humana, y por lo general, las nociones
que tenemos en relacion a é€ste, se originan como extrapolacion de nuestra existencia fisica,

limitada y finita. A lo largo de la historia hubo prolongados debates acerca de su naturaleza.
L La Grecia Antigua (Siglos VI—1IIl a. C.)

Ya desde el siglo VI a. C. los filosofos Pre-socraticos se interesaron por especulaciones
acerca del infinito. Anaximandro fue uno de los primeros en considerarlo rigurosamente para
responder a preguntas acerca del origen, la naturaleza y los limites del universo (Stillwell, 2010),
como el apeiron, algo neutral, imperecedero, sin final, ilimitado, asociado a Dios (Guthrie,
2000). Hacia el siglo IV a. C. algunos atomistas, como Leucipo y su discipulo Democrito,
pensaban que la materia estaba compuesta por un niimero infinito de “indivisibles” (Lucrecio,
trad. 1985), y afirmaban ademés que el universo era infinito, sin embargo Parménides y su

discipulo Zendn estaban en desacuerdo.

Por esa época existian concepciones opuestas sobre el espacio y el tiempo, y en
consecuencia, en la Grecia antigua se concebia al infinito de dos formas diferentes: el infinito
potencial y el infinito actual. Especificamente, estas dos concepciones del infinito como objeto
matematico tienen su origen en las categorias filosoficas definidas por Aristoteles en su
Metafisica (Aristoteles, trad. 1985), cuando distingue entre el ser “en potencia” y el ser “en
acto”, refiriéndose al apeiron de Anaximandro desde una perspectiva diferente. Considerando
una coleccion de numeros, argumentaba que la “totalidad” de los numeros no podia estar

presente en nuestro razonamiento, puesto que al generar una lista de éstos, uno por uno, no se
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podia generar la lista completa. Es decir, siempre existiria un nimero que no habia sido
considerado antes. Por tanto, argumentaba que el apeiron no era algo “agotado” fuera de lo cual
no hay nada, sino algo fuera de lo cual siempre hay algo, y en consecuencia, era “inagotable”.
Asi es que el apeiron no podia ser visto como una totalidad completa, porque lo que es completo
tiene fin, tiene un elemento limite, luego el apeiron estaba caracterizado por su inherente
incompletitud, por su existencia solo como potencialidad. Por lo que el infinito tenia solo una

“existencia potencial”, no como algo real manifestado.

Desde el punto de vista matematico, la nocion de infinito potencial se centra en la
operacion reiterativa e ilimitada, es decir, en procesos recursivos interminables. Esta nocion de
infinito también se refiere a lo infinitamente pequefio o a lo infinitamente grande, las iteraciones
hasta el infinito en limites continuos o en fractales. El infinito potencial fue considerado en la
filosofia eleatica del siglo V a. C. en el estudio de sucesiones y sumas de series, a través de las
paradojas de Zendn, que intentaban mostrar que distintas concepciones sobre el infinito llevaban
a situaciones en apariencia contradictorias. Ejemplo de esto lo son las conocidas paradojas de
Aquiles y la tortuga, la del movimiento; o la de la dicotomia, donde el tiempo y el espacio son

magnitudes infinitamente divisibles (Bolzano, 1991).

Por otra parte, el infinito actual se refiere a un infinito existente como un todo o unidad,
como el resultado final de un proceso. Esta nocion de infinito apareci6 también en la matematica
desarrollada por otras civilizaciones antiguas de China y la India. Por ejemplo, para los
matematicos hindues del siglo III a.C., el infinito estaba representado por una cantidad que no

cambiaba sin importar cuantos niumeros se le adicionasen o se le substrajesen (Paéz, 2013).

Una de las caracteristicas mas interesantes de la matematica de la escuela Pitagorica fue
el rechazo que le hicieron a sus inconmensurables, como parte del rechazo general que sentian
por los procesos infinitos. El desarrollo posterior de las matematicas en la Grecia del siglo IV a.
C. se caracterizo6 por la influencia de dos escuelas filos6ficas fundadas en Atenas, la Academia
fundada por Platon, y el Liceo creado por Aristoteles, donde se ensefiaban sus ideas, que
ejercerian gran influencia en las matematicas griegas de los siglos posteriores. Un ejemplo
relevante de esta influencia, es el hecho de que Arquimedes estuvo muy cerca del moderno
concepto de infinito matematico hacia el siglo IIl a. C., a pesar de que en sus obras solo

menciona al infinito dos veces en El Arenario (Arquimedes, trad. 1987). De hecho, se tiene
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evidencia de que no solo tratd con el infinito potencial, sino que también consideraba que no
todos los objetos infinitos en numero eran iguales (O’Connor & Robertson, 2002). En El
Método, se muestra que investigd el numero infinito de objetos considerando tres pares de
magnitudes infinitas, argumentando que eran iguales en nimero respectivamente. Esto sugiere
que ¢l consideraba que no todos los conjuntos infinitos de objetos eran iguales en nimero, y que
tenia nociones acerca del concepto de cardinal que posteriormente precisé Cantor, y que

aceptaba la existencia del infinito actual, y de infinitos més grandes que otros.

También en El Método, Arquimedes revelaba como hallaba sus resultados usando
argumentos relacionados con el infinito, para luego probarlos rigurosamente omitiendo dichos
argumentos. Para ¢él, el infinito podia ser usado para descubrir resultados que no eran
inicialmente accesibles por medio de argumentos 16gicos. Siguiendo esta idea, por ejemplo, en

sus trabajos también considerd que la suma de una serie infinita podia ser finita (Bagni, 2004).

Los antiguos griegos no tuvieron el valor de aceptar la existencia del infinito de manera
abierta, al principio a causa de las paradojas de Zenén (que producian contradicciones logicas,
tanto si se consideraba el espacio y el tiempo como continuos, que como discontinuos), y mas
tarde debido a la influencia de las ideas de Aristoteles. Se puede decir que fueron muy
cuidadosos de evitar al infinito como el resultado final de cualquier proceso iterativo (como el
infinito que emerge en el paso al limite) y en general, al infinito actual, en sus argumentos y
demostraciones. En consecuencia, durante siglos los matematicos se debatieron en contra de la

existencia de este infinito, aceptando solamente al infinito potencial (Bussotti, 2014).
1I. El Medioevo y el Renacimiento (Siglos XIV — XVII)

En el siglo XIV el infinito reaparecio en la India, en los trabajos de Madhava y la escuela
de Kerala. En estos trabajos se desarrollaron ideas fundamentales como el paso al limite en la
expansion series de Taylor de funciones trigonométricas y de otras series de potencias, asi como
la aproximacion racional de series infinitas. También se desarrollo, antes que en las matematicas

europeas, el trabajo con fracciones continuas infinitas (Paéz, 2013).

Por esta misma época, en el pre-renacimiento europeo, a partir de los trabajos de
Arquimedes, se progresod en el desarrollo de técnicas infinitesimales para calcular areas y
volumenes. En esta primera etapa se introdujeron los conceptos de indivisibles e infinitésimos,

como el germen para lo que luego serian los infinitesimales. Entre los primeros trabajos que
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destacaron, se pueden citar los indivisibles de Galileo, Kepler y Cavalieri. En su obra Discorsi
e dimostrazioni matimatiche (1638), Galileo argumenta que el continuo estd formado por
indivisibles cuando discute el tema del infinito, partiendo de la misma idea aristotélica: la
indivisibilidad indefinida, pero partiendo de un concepto opuesto al de Aristoteles, que lo
concebia como un proceso sin final. Para Galileo el infinito actual era algo terminado. A partir
de sus indivisibles presento ciertas objeciones respecto al infinito mediante el uso de paradojas.
Por ejemplo, a partir de la famosa paradoja que lleva su nombre, sefald que si el numero de
numeros naturales no era solo potencialmente infinito, sino también actualmente infinito,
entonces existian tantos nimeros cuadrados perfectos como nimeros naturales, puesto que
ambos conjuntos podian ponerse en correspondencia biyectiva. Sin embargo, argumentaba,
sobre la base del axioma de Euclides: “el todo es mayor que cualquiera de sus partes”, que debia
existir una cantidad mayor de nimeros naturales que de niimeros cuadrados perfectos. Al llegar
a esta contradiccion, concluyd que las cantidades infinitas eran incomparables. Galileo fue uno
de los primeros en notar que: “Las dificultades aparecen cuando intentamos, con nuestras
mentes finitas, discutir el infinito, asignandole a éste propiedades que le damos a lo finito y

limitado”. (Galileo, 1954/1638, p.31)

En la Italia del siglo XV, Nicolads de Cusa, inspirado en los trabajos de Euclides y
Arquimedes, consideraba que un circulo era un poligono con un numero infinito de lados, por
lo que implicitamente estaba asumiendo al infinito actual como el resultado final de un proceso.
Esto a su vez inspir6 a Kepler en el siglo XVII, a escribir en su Opera Omnia que no existia
diferencia esencial entre un poligono y un circulo, un circulo y una elipse, un area infinitesimal
y una recta, y por tanto, entre lo finito y lo infinito, lo cual resultaba contradictorio (Tall, 1991).
En su obra Nova Stereometria Doliorum Vinariorum de 1615, siguiendo los pasos de
Arquimedes, desarrolld de forma sistematica el calculo de areas y volimenes. EI método
consistia en seccionar un sélido en un ntimero finito de secciones infinitesimales o solidos
indivisibles, de formas y tamafos convenientes de acuerdo con cada problema en particular. La
suma de todos esos indivisibles permitia obtener el volumen buscado. En este trabajo Kepler
realizo el paso al limite, identificando una curva con la suma de rectas infinitamente cortas, y
un area con la suma de rectangulos infinitamente numerosos e infinitamente pequeios, en vez

de usar las demostraciones por reduccion al absurdo hechas antes por Arquimedes.
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Siguiendo las ideas de Kepler y Galileo, Cavalieri cred la técnica geométrica conocida
como el método de los indivisibles para el célculo de cuadraturas, que sirviéo de base a los
métodos infinitesimales que surgirian posteriormente (Bell, 2003). En 1635, en su obra
Geometria Indivisibilibus present6 el calculo del area de una figura plana considerando que
estaba formada por un numero infinito de segmentos paralelos equidistantes, cada uno de los
cuales se interpretaba como un rectdngulo infinitamente delgado. Es decir, presentaba al area
como la suma de infinitos segmentos rectos (a los que llamaba los indivisibles), y los
consideraba como entes de dimensién menor respecto del continuo del cual formaban parte,
afirmando que una linea estaba hecha de puntos, un plano de lineas, y un sélido de areas planas.
Su método recurria en principio al infinito, aunque finalmente lo eliminaba, con la ventaja de
que estaba basado en una representacion del continuo geométricamente intuitiva, eliminando el
paso al limite y conservando todas las ventajas de los métodos infinitesimales de Kepler

(Bussotti, 2014).
1I1. El desarrollo del Calculo (Siglos XVII - XVIII)

Otro de los matematicos que intervino en la crisis producida por el rechazo del infinito,
fue Pascal en el siglo XVII, que comprendié que en el método de los indivisibles de Cavalieri
aparecia implicitamente lo infinitamente pequefio, por lo que retom¢ el concepto de un infinito
“tan pequefio como se quiera” de Eudoxo. Sin embargo, los indivisibles de Pascal no cumplian
algunas reglas de la aritmética. Al asumir que el indivisible era el cero de la aritmética, se oponia
al hecho de que un plano estaba compuesto por un nimero indefinido de lineas. Asi es que su
nocion de indivisible reflejaba la contradiccion que habia en su método, al considerar la division
infinita como algo que no se puede representar ni comprender, y que sin embargo, es un
principio geométrico que no se puede eludir. Aun asi, mediante su trabajo introdujo los
principios basicos del analisis infinitesimal, y a pesar de no manejar de forma explicita el
concepto de infinito, comprendio que éste era la clave para el desarrollo de la teoria. Usando su
método, pudo calcular limites de sumas de un niimero infinitamente grande de cantidades

infinitamente pequefias (Bagni, 2006).

A mediados del siglo XVII, el simbolo actual de infinito (o) fue introducido por John
Wallis, en su obra Arithmetica Infinitorum de 1655. Ademas consider6 el reciproco (1:0) que

utilizaba para “la nada”, e introdujo sistematicamente el analisis de series infinitas. Por esta

Revista Paradigma, Vol. LXII, Nro. 1; junio de 2021 /106 - 132 117



Tamara Diaz-Chang, Elizabeth H-Arredondo.

misma época Fermat introdujo el método de descenso infinito para hacer demostraciones por
reduccioén al absurdo como los griegos, basado en el hecho que, si una proposicion es verdadera
para algin valor entero positivo n, entonces sera verdadera para valores enteros positivos
menores que n. Al no existir una secuencia de descenso infinita en los enteros positivos, este
tipo de demostracion conduce a una contradiccion. Fermat también utilizé la suma de la serie
geométrica convergente para calcular cuadraturas, mediante una especie de método de
exhaucion, y su técnica consistid en considerar rectangulos infinitesimales inscritos en la figura
a cuadrar, cuyas bases tenian dimensiones que estaban en progresion geométrica. Su método
consideraba la division del area bajo una curva en elementos de area infinitamente pequefos, la
aproximacion de la suma de esos elementos de area por la suma de rectangulos infinitesimales,
y algo similar al limite cuando el niimero de elementos crecia indefinidamente, mientras que el

area de éstos se hacia infinitamente pequefia (Bagni, 2006).

Newton y Leibniz se basaron en estas ideas para desarrollar el Calculo infinitesimal afios
después, realizando un gran avance con relacion a la formalizacion del concepto de infinito.
Establecieron que el Célculo se ocupaba de manipular infinitudes, y comprendieron que este
calculo de infinitos se referia a numeros infinitamente grandes e infinitamente pequenos.
Aunque las técnicas desarrolladas por ellos eran mas rigurosas que las anteriores, ain
presentaban contradicciones en sus fundamentos. En particular, ambos usaban cantidades
infinitamente pequefias que involucraban al infinito actual, tratando de hacerlas compatibles con
el infinito potencial de Aristoteles. Newton lo hizo a través de sus tltimas y primeras razones,

y Leibniz a través de la nocion de tridngulo caracteristico (Bagni, 2006).

De hecho, en su ultima obra Quadrature of Curves (1676), Newton expreso su proposito
de abandonar el uso de las cantidades infinitesimales, y enunci6 su teoria de las “razones primera
y ultima de cantidades evanescentes”, anticipandose al concepto matematico de limite (las
razones ultimas por las que las cantidades evanescentes desaparecen son limites a los que
tienden a acercarse las razones de cantidades continuamente decrecientes, limites que no pueden

traspasarse, ni alcanzarse, antes de que estas cantidades disminuyan in infinitum).

Por su parte, lo novedoso del Célculo infinitesimal de Leibniz, estaba en la investigacion
de lo infinito a partir de las diferencias de diversos 6rdenes de infinitos, considerando lo

infinitamente pequefio como variacion, lo que le fue sugerido por el tipo de funciones a las que
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le calculo su derivada. Sin embargo, pensaba que los nimeros infinitos debian rechazarse. Para
¢l, el concepto del infinito era logicamente un absurdo, y si no habia nimeros infinitamente

grandes, tampoco existian los numeros infinitamente pequefios.

Posteriormente, Euler publico un libro de texto donde se hacia una introduccion al
Célculo con los infinitos y se estudiaban funciones elementales desarrolladas en series infinitas.
Por primera vez se desarrollaron funciones en productos infinitos, y para obtener estos
desarrollos, Euler utiliz6 como herramienta cantidades infinitamente grandes y cantidades

infinitamente pequenas (Duran, 2003).

Hay que destacar que en esta época, con el fin de llegar a acuerdos y hacer avanzar la
teoria, los matematicos recurrian a la intuicion, y consideraban como valido en lo infinito, lo
que era valido para lo finito. Para ello se empleaban generalmente consideraciones de la
geometria euclidiana y de la mecanica. Ademas, el problema del infinito ya habia aparecido en
el tratamiento de problemas fisicos como el de la cuerda vibrante y la conduccién del calor, por
lo que se hizo cada vez mas indispensable la formalizacién de este concepto para el desarrollo

de las nacientes disciplinas matematicas como las ecuaciones diferenciales.
V. La Epoca Moderna (Siglos XIX-XX)

En el siglo XIX aparecieron problemas de investigacion relacionados con la falta de rigor
formal, entre los que se encontraba el tratamiento de los infinitesimales. Cauchy fue el primero
en notar la necesidad de considerar este problema conceptual, y comprendi6 que para construir
una base so6lida sobre la cual soportar las estructuras matematicas, primero tenia que establecer
una definicion clara y precisa de los conceptos de funcion y de limite. En 1821 en su Analyse
algébrique, definid este ultimo, a través del cual incorpord las cantidades infinitamente
pequefias e infinitamente grandes, dejando de considerar asi a los infinitésimos con valor fijo,
no nulo e indeterminado, como se habia hecho anteriormente. En este trabajo definid sus
infinitamente pequefios como cantidades variables que tenian como limite al cero. Sin embargo,
para €l el infinito era el limite de “valores numéricos de una misma variable que crecen mas y
mas de modo que rebasan cualquier nimero dado”, y por tanto no escapaba del enfoque
potencial. Respecto al continuo, definid la “variacion continua” refiriéndose a “los valores que
va tomando sucesivamente una variable”. Esto, unido al uso que hacia de los infinitesimales,

mostraba dos teorias igualmente validas del continuo lineal, o sea, las dos concepciones griegas
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de la recta: concebir o no, a la recta formada de puntos. A partir de sus trabajos, Weierstrass
establecio la definicion formal del limite en el lenguaje épsilon-delta, formalizando asi al

infinitesimal potencial, anos mas tarde.

La problematica sobre el infinito potencial e infinito actual se pudo comprender mejor a
través de los trabajos de Kant de 1790 (Sanhueza, 2015). Al igual que sus colegas griegos, mas
alla de las doctrinas Aristotélicas, Kant y los matematicos de esta época se oponian a aceptar la
existencia del infinito actual, debido a las numerosas paradojas y dificultades que éste originaba.
A partir de sus trabajos, Bolzano abord6 de manera formal y sistematica el problema del infinito
actual en su libro Paradojas del infinito (Bolzano, 1991), y su reflexiéon no se limité a
especulaciones filosoficas o metamatematicas, sino que también explor6é conceptualmente las
propiedades de los conjuntos infinitos y abord6 la comparacion de conjuntos infinitos,
retomando las ideas de Galileo, que ya habia establecido biyecciones entre conjuntos infinitos
y subconjuntos propios de estos en el siglo XVII. Dedekind, siguiendo en la misma direccion
de Bolzano, comprendi6 que debia caracterizar rigurosamente los nimeros irracionales a través
del concepto de cortadura, y partiendo del hecho que el continuo lineal no se “llenaba”
completamente con los racionales. A partir de esto, y después de muchos siglos de
contradicciones, Dedekind logré una definicion precisa de conjuntos infinitos (Eves y Carroll,
1966). Esta definicion, que finalmente cuestionaba la propiedad de los conjuntos finitos que
afirma que “el todo es mayor que la parte”, se baso en el concepto de potencia y se enunciaba
asi: un conjunto A es infinito si existe un subconjunto propio B de A tal que B tiene la misma

potencia de A.

Sin embargo, fueron los trabajos de Georg Cantor en 1883 los que, desarrollando las
ideas de Bolzano y Dedekind, consagraron el triunfo del infinito actual en las matematicas
modernas. Declaré que siempre que dos conjuntos -finitos o infinitos- pudiesen ser emparejados
por una correspondencia biyectiva, entonces tendrian el mismo nimero de elementos (Jech,
2011). Debido a que existia tal correspondencia entre nimeros naturales y pares, concluy6 que
habia tantos nimeros pares como nimeros naturales. Siguiendo la definicion de Dedekind, esto
simplemente mostraba una propiedad de los conjuntos infinitos. ;Y qué habia de otros tipos de
conjuntos infinitos? ;Podrian ponerse en correspondencia uno a uno con los nimeros naturales?

Y los nimeros naturales y los nimeros pares, ;se podian ordenar de acuerdo a la magnitud, de
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tal manera que cada miembro tuviese un sucesor definido? Ademas, ;qué sucedia, con los

nimeros racionales, que no tenian esta propiedad?

Su teoria y su tratamiento de los conjuntos infinitos le condujo a conclusiones incluso
mas inesperadas, como por ejemplo: la cantidad de puntos en un segmento de recta es mayor
que la cantidad de nimeros naturales. Para demostrar lo anterior y que en consecuencia, existia
mayor cantidad de nimeros reales que nimeros naturales, utiliz6 el ingenioso argumento de la
diagonal en su demostracioén por reduccion al absurdo. Supuso que el conjunto de todos los
numeros reales comprendidos en un intervalo (¢, d) de la recta real, por ejemplo, los numeros
mayores que 0 y menores que 1, se puede poner en correspondencia biyectiva con el conjunto
de los nimeros naturales. Cantor propone construir el conjunto de los elementos del intervalo
(0, 1) como el conjunto de los elementos de la forma a; = 0, ai; ai> ai3 ... parai=1,2,3,...,y

ordena los elementos de este conjunto de la manera siguiente:

—  Ouananas.
— 0.(121(122(133 =
%
s

L b9 =

O.a31 azzasy .

------

Sea b = 0,b;b2bs... un nimero real que pertenece al intervalo (0, 1), y para el cual cada
cifra i-ésima de la parte decimal b;, es un digito diferente de a;;.. Obviamente, el nimero b es
diferente de a; al menos en su primer decimal, o sea b; # ay;, diferente de a> al menos en su
segundo decimal, o sea b # az2, y en general, diferente de a; al menos en el i-ésimo decimal, o
sea b; # a;i. Por lo tanto, b no es igual a ninglin nimero de la serie a;, a, ..., 4, ..., luego la
hipotesis de que esta serie contenia a todos los niumeros reales en el intervalo (0, 1) es falsa, ya
que existe al menos un nimero real b que no esta en este conjunto. Luego, el conjunto de los
numeros reales en el intervalo (0, 1), y por ende, el conjunto de los numeros reales, no puede

ser puesto en correspondencia biyectiva con el conjunto de los niumeros naturales (Jech, 2011).

Estas propiedades de los nuimeros infinitos eran tan desconcertantes que muchos
filosofos y matematicos de la época se resistieron a aceptar la teoria creada por Cantor. Incluso,
¢l mismo, admitia que ciertas conclusiones que se derivaban de su trabajo eran extrafas y
contrarias a la intuicion (Arrigo y D’Amore, 1999). Notemos que, para ¢l, pensar en términos

del infinito actual imponia aceptar que una secuencia infinita tenia un estado final resultante en
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el infinito como, por ejemplo, cuando un circulo es concebido como un poligono regular con un

namero infinito de lados.

Ademas, la idea del infinito actual era controvertida, porque a menudo llevaba a
contradicciones. Incluso los matematicos que aceptaban su existencia, comprendian las
dificultades que surgian en consecuencia (Dauben, 1990). Un ejemplo clésico de esto es la
"afirmacion" £/0 = c, donde k& es una constante finita. Esta "afirmacion" se basa en la idea de
que, a medida que el denominador se vuelve progresivamente mas pequefio el valor de la
fraccion aumenta indefinidamente. O sea, si en el infinito el denominador se hace 0, entonces el
valor de la fraccion se hace oo (mayor que cualquier valor finito). El problema es que aceptar
este resultado también significaria aceptar que 0. oo = £, es decir, que la multiplicacién de cero

por infinito podria ser igual a cualquier numero £ finito.

Una de las paradojas mas cautivadoras sobre el infinito, que aparecieron precisamente
en esta época: la de Hilbert y su hotel infinito, planteaba algunas de estas ideas contradictorias.
Por ejemplo, el resultado de multiplicar infinito por un ntimero finito sigue siendo infinito, pero
si multiplicamos infinito por un infinitesimal lo que se obtiene es indeterminado, o sea, k.00 =

o, si k es finito, pero si k es un infinitesimal, entonces no se conoce el resultado.

Los trabajos de Cantor hicieron posible la incorporacion de instrumentos conceptuales y
técnicas de manipulacion del infinito que abrieron camino a nuevas disciplinas matematicas.
Defini6 dos tipos de numeros infinitos refiriéndose a dos nociones del infinito actual distintas:
los ordinales transfinitos, como una extension de la nocién de nimero ordinal al caso infinito, y
los cardinales transfinitos, como extension de la nocion de conteo al caso infinito. De hecho,
usando el cardinal del conjunto potencia de un conjunto, demostrd que habia un conjunto infinito
y ordenado de cardinales transfinitos. Con su teoria sobre los nimeros transfinitos, logro
proporcionar a las matematicas una estructura que integraba diferentes infinitos. Sin embargo,
rechazd los infinitesimales porque parecian contradecir la concepcion misma del infinito actual
y carecian de estructura propia como cuerpo tedrico matematico. Posteriormente, en el siglo
XX, Robinson (1966), basado en el trabajo de Skolem (1934) demostraria lo contrario, creando
el andlisis no estandar, introduciendo el infinito no-estandar y usando la teoria de modelos en

la fundamentacion de su trabajo. Su enfoque axiomadtico y riguroso, le permitio introducir los
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infinitesimales en su sentido actual, como numeros hiperreales no nulos, cuyo valor absoluto es

menor que cualquier nimero real (Bell, 2008).
2. Aspectos y Metaforas presentes en los diferentes periodos historicos

Analizaremos ahora las ideas y paradojas contra-intuitivas que surgieron a lo largo de la
historia en relacion al infinito matematico, desde la perspectiva de la EC y la lingiiistica
cognitiva. Esto, a su vez, nos permitira entender los procesos de abstraccion que se construyen
a partir de estas estructuras conceptuales contradictorias, y las razones por las cuales estos
resultados nos parecen contraintuitivos. El analisis también nos podria mostrar por qué la
naturaleza del infinito actual no puede entenderse en términos de verdades trascendentales (o
platénicas), o en términos de la logica formal. Entre los mecanismos que usaremos estan los
sistemas de aspectos (procesos iterativos y continuos, estructuras perfectivas € imperfectivas,

con estados iniciales, estados resultantes, etc.), y las metdforas e integraciones conceptuales.

El estudio del aspecto nos permite comprender, por ejemplo, la estructura cognitiva de
acciones iterativas como “respirar” y de acciones continuas como “moverse”, a medida que se
manifiestan a través del lenguaje en las situaciones cotidianas. El aspecto nos informa acerca de
la estructura de acciones que tienen puntos de inicio y final inherentes, como por ejemplo,
“saltar”; acerca de acciones que solo tienen puntos de partida como por ejemplo, “salir”; o acerca
de acciones que solo tienen puntos finales, como por ejemplo, “llegar”. Cuando las acciones
tienen puntos finales, también tienen estados resultantes. Por ejemplo, “llegar” (cuya estructura
como aspecto tiene punto final), implica que una vez finalizada la accion, se esta ubicado en el
lugar de llegada. Cuando una accién no tiene punto final, no tiene estado resultante. Muchas
dimensiones de la estructura de eventos se pueden estudiar a través del aspecto, que tiene dos
distinciones: el aspecto perfectivo, que tiene finalizacioén inherente y el aspecto imperfectivo,
que no tiene finalizacion inherente. Por ejemplo, la estructura prototipica de “saltar” tiene
finalizacion inherente cuando el sujeto que realiza la accion toca el suelo o alguna otra
superficie, por lo que “saltar” tiene un aspecto perfectivo. “Volar”, por el contrario, no tiene
finalizacion inherente, la accidn prototipica de “volar” en si misma no implica ningin final
especifico. Cuando el sujeto que “vuela” toca el suelo, el acto mismo de tocar el suelo pone fin
a la accion, pero no pertenece a “volar” en si, por lo que “volar” tiene un aspecto imperfectivo.

Un proceso con aspecto imperfectivo puede ser conceptualizado como un proceso continuo
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iterativo (con puntos finales intermedios y resultados intermedios). La capacidad cognitiva
humana de concebir algo continuo en términos iterativos resulta ser muy importante cuando se
trata del infinito. De la misma manera, un proceso continuo sin fin se puede conceptualizar como

un proceso iterativo infinito (Lakoff y Nufiez, 2000).

Desde el punto de vista del aspecto, el infinito potencial implica la consideracion de
procesos que pueden o no tener un punto de partida, pero que niegan explicitamente la
posibilidad de tener un punto final, o sea, no tienen finalizacidn, ni estado final resultante.

Luego, los procesos involucrados en el infinito potencial tienen aspecto imperfectivo.

Ahora notemos que las caracterizaciones de conjuntos infinitos dadas a lo largo de la
historia, desde Galileo hasta Cantor, estudiaban las nociones cotidianas de “misma cantidad
que” y “mas que”, que se basan, de manera natural, en nuestra experiencia con colecciones
finitas. Cuando consideramos que el conjunto A (finito) tiene la “misma cantidad” de elementos
que el conjunto B (finito), esto significa que si para cada elemento de A, quitamos un elemento

correspondiente de B, entonces ningun elemento de B queda “sobrante”.

Si extendemos la idea de “sobrante” a conjuntos infinitos, y nos acercamos a la pregunta:
Jhay mas numeros naturales que numeros pares?, podemos hacer coincidir los elementos de
ambos conjuntos y llegar a la conclusion de que hay mas niimeros naturales que numeros pares,
porque en el conjunto de los numeros naturales quedan numeros impares “sobrantes”. Sin
embargo estos dos conjuntos son emparejables en el sentido de que podemos poner en
correspondencia biyectiva sus elementos. Por lo tanto, el “emparejamiento” y la “misma
cantidad” son dos ideas que tienen la misma extension para colecciones finitas, pero que son
cognitivamente diferentes y tienen estructuras inferenciales que difieren de manera importante.

Ya Galileo en siglo XVII habia comprendido esto.

En sus investigaciones sobre los conjuntos infinitos, Dedekind y Cantor utilizaron el
concepto de “emparejamiento” en lugar de nuestro concepto cotidiano de “misma cantidad”. Al
hacerlo, y al abandonar implicitamente la idea de “sobrante”, establecieron una metdfora
conceptual, en la que el concepto “misma cantidad” se conceptualiza en términos del otro, es
decir, en términos de “emparejamiento”. En la Figura 2 se muestra el mapeo de esta metdfora

conceptual “misma cantidad como emparejamiento”, que le permitié a Cantor crear todo el

124 Revista Paradigma, Vol. LXII, Nro. 1; junio de 2021 / 106-132



Del infinito potencial al actual: un recorrido historico a través de la metdfora conceptual

aparato conceptual de su teoria, y le da un significado metaférico preciso a la comparacion del

nimero de elementos o cardinalidad de conjuntos infinitos (Nufiez, 2005).
Figura 2. Metafora conceptual Misma cantidad como emparejamiento.
DOMINIO DE PARTIDA DOMINIO DE LLEGADA

Cantidad de
Elementos

Los elementos de los conjuntos
AyB pueden ponerseen
correspondencia bivectiva

Los conjuntos AyB tienenla
misma cantidad de elementos

Los elementos de los conjuntos
AyB no pueden ponerse en

correspondencia bivectiva. Aes
un subconjunto propio de B

Elconjunto B es mayor que el
conjuntoA, tiene mayor
cantidad de elementos que A

Fuente: Elaboracion propia

Es importante notar que esta nueva concepcion de “cantidad” establecida por Dedekind
y Cantor es de naturaleza metaforica, y que ademas de establecer el “emparejamiento”, para
poder extender la nocion de cardinalidad a conjuntos infinitos, se necesita ignorar activamente

la cldusula “sobrante” implicita en la nocion ordinaria de “mas que” (Nufiez, 2005).

En relacion con el infinito actual, Lakoff y Nunez (2000) proponen que su concepcion
se basa en la llamada metdfora basica del infinito (MBI), mediante la cual, los procesos que
continuan indefinidamente se conceptualizan de manera que alcanzan un estado final, una
especie de “completamiento metaforico”. Ademads, en este trabajo se plantea que la MBI es el
unico mecanismo conceptual humano que se encarga de la creacion de todo tipo de infinito
actual en matematicas, desde puntos infinitos en el plano, hasta sumas infinitas, conjuntos
infinitos y numeros y limites infinitesimales. La MBI es una integracion conceptual, que
constituye una asociacion o enlace entre dominios conceptuales diferentes. Especificamente en
este caso se parte de dos dominios que se conectan para “proyectarse” selectivamente en un
dominio de llegada donde se desarrolla una estructura nueva. El primer dominio de entrada es
un espacio que implica procesos iterativos completados (con aspecto perfectivo). El segundo
dominio de entrada implica procesos iterativos sin fin (con aspecto imperfectivo), y por lo tanto
caracteriza procesos relacionados con el infinito potencial. En el dominio integrado de llegada

emerge una estructura que se infiere para caracterizar los procesos involucrados en el infinito
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actual. En la Figura 3 se muestra las correspondencias entre los dominios de entrada y las

proyecciones hacia el espacio integrado que constituye el dominio de llegada.

Figura 3. La metdfora bdsica del infinito (MBI)

Proceso iterativo sin fin.

Procesos iterativos completados. | S
(Infinito potencial)

(Procesos finitos)

Elestado Iniclal. <3 -~ "~ """ TTmTm oo mm s mmm s s msnn e e El estado Iniclal.
Estado resultante de la Estado resultante de la
etapa Iniclal del proceso. etapa Iniclal del proceso.

-~ El proceso: desde un estado
Intermedio dado se produce el
sigulente estado.

El proceso: desde un estado ~=\---====- g - pr oo or oo b0 NG —m oo
Iintermedio dado se produce el "~~~/ Estado resultante de la

sigulente estado. &tapa Iniclal del proceso: ~~
______ El proceso: desdeunestado \ ___\
__ Intermedio dado se produce el
“T---._slgulenteestado. __.---~

El resultado Intermedio ___._
después de esa iteracién del ™~ j-
proceso.

proceso.

Proceso completado con El resultado intermedio Proceso SIN FIN

estado final resultante después de esa Iteraclén del
proceso.
~ Proceso SIN FIN 7
-~ Con estado final -

— resultante —

Implicacién: el estado resultante final es
unicoy sigue a todos los estados no finales

Fuente: Nufez (2005, p.1730) (Traduccion propia)

Es importante ver que la riqueza y peculiaridad de la MBI es su organizacion y estructura
como mezcla de doble alcance (Fauconnier y Turner, 2002). La correspondencia entre los dos
espacios de entrada implica a todos los elementos con la excepcion del ultimo, el Gnico elemento
que distingue esencialmente un proceso finito de un proceso potencialmente infinito. Esto indica
un conflicto entre una caracterizacion de un proceso que explicitamente tiene fin y estado
resultante final, y una caracterizacion que explicitamente representa un proceso interminable,
sin estado final resultante. A menudo estos conflictos no se resuelven, no se forma ningun

espacio integrado a partir de los dominios originales de entrada.

Un ejemplo de esto nos lo proporciona Galileo en siglo XVII, cuando al observar que
los numeros naturales y los nimeros cuadrados perfectos podian ser puestos en correspondencia
biyectiva, no pudo llegar a ninguna conclusion que hubiera requerido completar el proceso sin
fin. Si el conjunto de los nimeros cuadrados es un subconjunto de los nimeros naturales,
entonces forman una coleccion mas pequefia que los nimeros naturales. Frente a esta situacion
paraddjica, Galileo concluy6 que no debia compararse conjuntos cuando uno o ambos tenian
una cantidad infinita de elementos. Claramente ni Galileo ni los matematicos de su €época
disponian de la definicion de conjunto infinito dada por Dedekind dos siglos después, que

concebia la posibilidad de hacer coincidir los elementos de un conjunto infinito con uno de sus
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subconjuntos propios, ni podia considerar que esta era una propiedad esencial de los conjuntos

infinitos y no una extrafa patologia.

Como Lakoff'y Nufiez (2000) han sefialado, una implicacién crucial de la MBI es que el
estado final resultante es inico y sigue a cada estado no final. La singularidad proviene de los
dominios de entrada, donde para cualquier proceso completado, el estado final resultante es
unico. Ademas, el hecho de que el estado resultante sea final, significa que no hay estado final
anterior. Del mismo modo, no hay un estado final posterior del proceso. Es decir, no hay otro
estado del proceso que resulte de la finalizacion del proceso y siga el estado final. Luego, los
cardinales transfinitos son el resultado de una combinacién magistral de la metdfora conceptual
“misma cantidad como emparejamiento” y de la integracion conceptual MBI realizada por

Cantor.

Por ultimo veremos que aunque Robinson construyd su infinitesimal actual de otra
manera, también hizo uso implicito de la MBI para darle “completamiento metaférico” al
infinitesimal de Leibniz, tomando el conjunto de los nimeros reales mayores que 0 y menores
que 1/n (con n entero positivo); de tal manera que éstos, junto con sus inversos aditivos y
multiplicativos y los correspondientes elementos identidad y neutro, satisfacieran los nueve
primeros axiomas de los niimeros reales (excluyendo la propiedad Arquimideana). Luego
construyo una sucesion de tales conjuntos de numeros reales en los intervalos (0, 1), (0, 1/2), (0,
1/3), ..., (0, 1/n), .... La Figura 4 muestra este proceso de construccion iterativo infinito, que a
través de la MBI llega a su estado final, obteniéndose asi el conjunto de infinitesimales en el

sentido actual que constituyen las creaciones metaforicas de la MBI en este caso.

Figura 4. Completamiento metaférico del Infinitesimal

/ DOMINIO \
DE PARTIDA

Proceso Iterativo sin DOMINIO
$1: Conjunto de todos los numeros DE LLEGADA
reales en el intervalo (0,1) que Infinitesimales

satisfacen los nueve primeros

axiomas de los nimeros reales. S : Conjunto de todos los

nimeros mayores que 0 y
menores que todos los niumeros

. . reales, que satisfacen los nueve
Sh: Conjunto de todos los numeros . .
primeros axiomas de los

reales en el intervalo (0, 1/n) que nimeros reales.
satisfacen los nueve primeros
axiomas de los nameros reales.

Implicacion: S« es unico y

\ ’ / sigue a todo estado no final.

Fuente: Elaboracion propia
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Luego, los infinitesimales de Robinson, asi como los cardinales y los ordinales transfinitos

de Cantor, “se completaron metaforicamente” a través de la MBI.
9
Conclusiones

En este articulo abordamos el analisis histérico del infinito matematico bajo el lente de la
metdfora conceptual desde una perspectiva epistemologica, tratando de precisar obstaculos que
impidieron, por largos periodos de nuestra historia la aceptacion del infinito actual,
permitiéndose solamente la existencia del infinito potencial. Mostramos como el desarrollo de
ciertas metdaforas conceptuales condujo a un proceso de axiomatizacion del infinito actual, que

culminé con los trabajos de Georg Cantor y Abraham Robinson.

Sus trabajos marcaron un hito y el final del largo recorrido realizado por el infinito
matematico a lo largo de la historia, desde su existencia en sentido potencial hasta su existencia
en sentido actual. Este proceso iniciado en la antigua Grecia, pasé por cuatro estadios
fundamentales, tal como se mostro anteriormente en nuestro analisis. Ademas, nuestro estudio
también mostr6 que todas las instancias del infinito actual “se completaron metaforicamente” a
lo largo de la historia a través de la MBI. Como se muestra en la Figura 5, mientras que en las
matematicas que se desarrollaron en diferentes épocas, los infinitos actuales se caracterizaron
por diferentes conjuntos de axiomas en campos aparentemente no relacionados, cognitivamente,

se pueden caracterizar por este inico mecanismo cognitivo.

Figura 5. Momentos histéricos y el desarrollo de la MBI

Q,

r

|
I

LA

©O POTENCIAL ,' |
" |

|

|

I

|

|

Imagen
Trayectoria

Completamiento

metaférico
1

I
I
I
I
I
" o I
| Localizacién |
I
|

| de origen |
I |
1 2 3 4 Tiempo
Grecia Medioevo y Desarrollo ﬁpoca
Antigua Renacimiento del Calculo Moderna

Fuente: Elaboracion propia
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Los cardinales y ordinales transfinitos fueron el resultado de una combinacion magistral
de la metafora conceptual “misma cantidad como emparejamiento” y de la integracion
conceptual MBI. Estas ideas y los mecanismos cognitivos subyacentes involucrados en los
trabajos de Dedekind y Cantor, se pueden estudiar bajo el lente de la EC y de la lingiiistica
cognitiva, que se apoya en el estudio de estructuras conceptuales humanas, del lenguaje y de
peculiaridades de nuestro cerebro (como la percepcion visual y la experiencia espacial), y
proporciona un analisis plausible de la naturaleza y del devenir historico del infinito matematico

en sus categorias principales, el infinito potencial y el infinito actual.

La ingeniosa extension metaforica realizada por Dedekind y Cantor del concepto de
“emparejamiento” y su aplicacion a conjuntos infinitos constituyé un extraordinario logro
conceptual en las matematicas. En el proceso, no solo crearon un nuevo concepto matematico,
sino también, nuevas matematicas, que no podrian haber sido creadas s6lo con nuestras nociones
ordinarias cotidianas de “misma cantidad que” y “mas que”. Algo muy similar ocurrié con los
infinitesimales de Robinson en el siglo XX. Desafortunadamente, inicialmente muchos
matematicos ignoraron la naturaleza metaférica de los nuevos infinitos creados por ellos, en
parte porque les resultaron contra-intuitivos. En la actualidad, sus teorias han sido ampliamente
aceptadas, y paraddjicamente, a menudo se concluye que hay algo incorrecto en nuestra
intuicidon cuando se trata del infinito. Nuestro analisis cognitivo muestra que no hay nada de
malo con nuestra intuicion “per se”. En nuestro sistema conceptual ordinario, estas teorias no
pueden ser ciertas. No porque nuestra intuicion esté equivocada, o porque nuestro lenguaje
cotidiano sea impreciso, sino porque es una inferencia hecha dentro de una estructura conceptual
diferente, con una estructura inferencial diferente. De acuerdo con nuestra nocion ordinaria de
“mas que”, de hecho hay mas nimeros naturales que positivos, o cuadrados, asi como hay mas
enteros que numeros naturales (Nufiez, 2005). Hay una l6gica cognitivamente estructurada muy
precisa que subyace a esta inferencia, y que podemos hacer tan rigurosa como queramos. La
falta de rigor, entonces, no es el problema. Si ademds consideramos que nuestros mecanismos
cognitivos se ven limitados por nuestras sensaciones motosensoriales, que en el caso de los
numeros transfinitos se basan en esquemas de contenedor para colecciones finitas y sus
jerarquias, en mecanismos basicos de discriminacidn cuantitativa determinados genéticamente,

y en experiencias cinestésicas relacionadas con la comparacion de tamafios y correspondencia

Revista Paradigma, Vol. LXII, Nro. 1; junio de 2021 /106 - 132 129



Tamara Diaz-Chang, Elizabeth H-Arredondo.

de elementos (Lakoff y Nuifiez, 2000), entonces podemos comprender el origen de nuestras

intuiciones y hacernos conscientes de estas limitaciones.

De todo el anélisis anterior concluimos que la reconstruccion historico-epistemologica del
infinito matematico bajo la mirada de la metdfora conceptual pudiera ser de gran utilidad para
la comprension de dificultades a las que se enfrentan estudiantes y profesores en los procesos
de ensenanza y aprendizaje relacionados con el infinito matematico, y deberia ser un elemento
a considerar en las agendas de investigacion dentro de la didactica de las matematicas. Este es
un concepto fundamental desde el punto de vista epistemologico, y el analisis historico de la
formacion de disciplinas matematicas a lo largo de la historia, nos muestra que es imposible
estudiarlo aisladamente y sin referencia a otros conceptos matematicos de alta relevancia en la

educacion superior.

Por otra parte, desde nuestra perspectiva este tipo de estudios es especialmente importante,
no solo porque incide notablemente en la formacién matematica de profesores y estudiantes,
contribuyendo a ampliar y enriquecer el horizonte cultural desde donde se aborda el estudio de
los conceptos matematicos, sino también porque nos permite identificar metaforas y
mecanismos cognitivos que el profesor debe considerar y el estudiante debe desarrollar para
superar dificultades y obstaculos, y asi lograr una comprension adecuada de un determinado

concepto matematico, y en este caso en particular, del infinito matematico.
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