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Resumen

Indudablemente las ciencias matematicas, asi como el ejercicio de su ensefianza, a lo largo de
toda su historia, siempre han tenido como principal medio y fin la resolucion de problemas
matematicos. Halmos (1980) no puede ser mas elocuente al respecto, cuando afirma que los
problemas son “el corazon de la Matematica”. Resolver un problema debe servir no sélo para
un simple entrenamiento intelectual, sino también para un efecto educativo formativo, para
ilustrar lo anterior con suficiente claridad, hemos tomado un tema no demasiado heterogéneo,
las ecuaciones diferenciales ordinarias. Presentamos un problema muy actual, un modelo de
difusion de una epidemia, discutimos su solucién y enfoques y hacemos algunas reflexiones
educativas, desde las posiciones de la Matematica Realista.

Palabras clave: Matematica Realista, Ecuaciones Diferenciales, Modelacion.

AS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS EM UM CONTEXTO REALISTA

Resumo

Indubitavelmente, as ciéncias matematicas, bem como o exercicio de seu ensino, ao longo de
sua historia, sempre tiveram como principal meio e finalidade a resolucdo de problemas
matematicos. Halmos (1980) ndo poderia ser mais eloguente a esse respeito, quando afirma que
os problemas sdo "o coracdo da matematica". A resolucdo de um problema deve servir ndo
apenas para um treinamento intelectual simples, mas também para um efeito educacional
formativo, para ilustrar o exposto com clareza suficiente, adotamos um tépico ndo muito
heterogéneo, equacdes diferenciais ordinarias. Apresentamos um problema muito atual, um
modelo para a disseminacdo de uma epidemia, discutimos sua solucgéo e abordagens, e fazemos
algumas reflexdes educacionais, a partir das posicdes da Matematica Realista.

Palavras chaves: Matemaética Realista, Equac@es Diferenciais, Modelagem
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Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en un Contexto Realista

ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS IN A REALISTIC CONTEXT

Abstract

Undoubtedly, the mathematical sciences, as well as the exercise of their teaching, throughout
their history, have always had as their main means and end the resolution of mathematical
problems. Halmos (1980) could not be more eloquent in this regard, when he states that
problems are “the heart of mathematics”. Solving a problem should serve not only for a simple
intellectual training, but also for a formative educational effect, to illustrate the above with
sufficient clarity, we have taken a not too heterogeneous topic, ordinary differential equations.
We present a very current problem, a model for spreading an epidemic, discuss its solution and
approaches, and make some educational reflections, from the positions of Realistic
Mathematics.

Keywords: Realistic Mathematics, Differential Equations, Modeling

Preliminares

Uno de los fundamentos de la actual reforma de la ensefianza de la matematica es el
concepto del que se parte respecto a la naturaleza del conocimiento matematico. La perspectiva
historica permite mostrar, entre otras cosas, que la matematica es un conjunto de conocimientos
en evolucién continua y que en esta evolucion desempefia a menudo un papel de primer orden
su interrelacién con otros conocimientos y la necesidad de resolver determinados problemas
practicos.

En esta direccion, cabe sefialar que el marco didactico-metodolégico, en el que esta
enmarcado nuestro trabajo, es el siguiente:

1. Concebir de manera dindmica a la matematica, lo que se expresa en la célebre frase de
Philip E. Jourdain, en la introduccion a su texto “La naturaleza de la matematica”,
cuando al declarar el objetivo central apuntaba: “Espero que conseguiré mostrar que el
proceso del descubrimiento matemdtico es algo vivo y en desarrollo” (Jourdain, 1976)".
Esta concepcion se refleja en una ensefianza basada en la resolucién de problemas, tanto
para el desarrollo de diversas habilidades légicas de los alumnos, como para aclarar
cuales de aquellos hechos fueron los que motivaron el surgimiento de un concepto y por

qué, cudl era el marco de rigor en aquel entonces, cual la metodologia, las concepciones
y su influencia en el proceso de ensefianza-aprendizaje hoy.

2. Aceptar el triple significado de los objetos matematicos: institucional, personal y
temporal (Godino & Batanero, 1994; Napoles, 1997)2.

1 Philip E. B. Jourdain, matematico francés (1879-1919)

2 El conocimiento se produce con continuidad temporal y no sélo en el ambito reconocido institucionalmente
para ese fin, se produce en todos los &mbitos de la vida humana. Los distintos conocimientos que se producen se
pueden parcelar para su analisis y calificar a cada una de las facetas separadas con un nombre diferente, sin embargo
en el sujeto que conoce tal separacion es imposible de modo que la actividad matematica ha de tener en cuenta tal
diversidad de fuentes de conocimiento asi como los condicionantes que tiene el conocimiento matematico inmerso
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3. Distinguir entre una argumentacion, una prueba y una demostracion, y la necesaria
dosificacion de éstas en el curriculo escolar, asi como las discusiones en torno a las
concepciones clasicas sobre la demostracion matematica y el marco de rigor de las
mismas®. Asi, se prefieren en ocasiones pruebas que expliquen (incluso en la labor
docente, a veces mas que una demostracion es necesaria y util una “discusion”), en vez
de pruebas que solo “prueben”. Han adquirido relevancia, en los tltimos tiempos
incluso, las Ilamadas pruebas sin palabras, donde las representaciones geométricas
vendrian a jugar el papel de las explicaciones necesarias.

4. Que existen diferencias cualitativas entre el funcionamiento académico (a nivel de
investigacion, como “saber sabio”) de un determinado conocimiento y el funcionamiento
didactico del mismo ya que, por diversas causas, los usos y connotaciones de las
nociones Matematicas tratadas en las instituciones de ensefianza son necesariamente
restringidas.

5. Que a los estudiantes es conveniente ofrecerles situaciones problematicas que pueden
imaginar, realistas. En la Educacion Matematica Realista, los problemas presentados a
los estudiantes pueden venir del mundo real concreto, pero también ser elaborados
(pseudo-reales o completamente ficticios) o del mundo formal de las Matematicas,
siempre y cuando estos problemas sean concebidos como reales por los estudiantes.
Partamos de una cuestion central, este enfoque ¢qué ventajas nos ofrece? Entre otras

podemos destacar las siguientes:
a. Aprende nuevas matematicas participando en actividades matematicas.

b. Modifican sus propias concepciones y creencias sobre la naturaleza de las
matematicas.

c. Permite construir modelos de pensamiento estudiantil y estudiar sus modos de
actuacion.

d. Aprenden “nuevas” matematicas.

¢Por queé usar ecuaciones diferenciales?
a. Esun curso importante para una gran variedad de especialidades.
b. Esun area en la que se ha llevado a cabo poca investigacion educativa.

c. Los cursos siguen un enfoque tradicional: organizado principalmente en torno a
métodos analiticos de solucion.

d. Es un curso organizado alrededor de la modelacion, con métodos graficos,
numéricos y cualitativos.

e. Tiene fuertes conexiones con el calculo y el algebra lineal.

en el potente conocimiento cultural. Ambos planos de analisis de dentro y de fuera de las instituciones escolares,
creemos que pueden ser validos para aportar luz sobre los procesos cognitivos.

3 Sucintamente podemos decir, que una argumentacion es la accion de hacerle saber algo a alguien, puede que
uno mismo, que una prueba es un tipo especial de argumentacion que incorpora un valor epistémico verdadero y
que demostracion es una prueba I6gicamente concluyente.
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Referentes sobre la modelacion y las EDO
Para entender los diferentes modelos que se usan para representar las dindmicas
. ., .. . . dP
poblacionales, empecemos por la ecuacion general del crecimiento exponencial == kP donde

P es el tamafio de la poblacion, k es la tasa de aumento per capita y t es el tiempo. (Figura 1).
Figura 1. Gréfica de la Ecuacion General del Crecimiento Exponencial

P 10

Las bacterias cultivadas en el laboratorio son un excelente ejemplo de crecimiento
exponencial. En el crecimiento exponencial, la tasa de crecimiento de la poblacion aumenta

con el tiempo, en proporcion con el tamafio de la poblacién, P(t) = Pyekt, aqui Po es la
poblacién inicial y k es el factor de proporcionalidad, derivada de las tasas de crecimiento de la

poblacién, en unidad de tiempo.
poblacional, el nUmero de organismos que se afiade en cada generacion, aumenta al mismo

tiempo que la poblacién se hace mas grande. Los resultados pueden ser dramaticos: jla

El concepto fundamental del crecimiento exponencial es que la tasa de crecimiento
poblacién puede crecer sin limite! Algo que los propios estudiantes pueden obtener desde el

gréfico anterior.
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Pasemos a una situacién mas real, en esa poblacién hay muertes, es decir, no crece
indefinidamente, ahi pasamos a una nueva situacion: la tasa de crecimiento poblacional
disminuye a medida que la poblacién alcanza su limite maximo, entonces tenemos

Pyekt

un crecimiento logistico. En este caso escribiremos, simplificadamente P(t) = Tk
0

Lo sencillo es que el modelo es una ecuacion diferencial de variables separables, bastante
;- dapP . g I .
facil de resolver == P(1 — P), la grafica en este caso es el siguiente se muestra en la Figura

2.

Figura 2: Grafica de un Crecimiento Logistico:

Aqui 1 representa la carga maxima del universo.
Si nos detuviéramos aqui, tendriamos solo la mitad del camino recorrido, podemos dar

el salto y proponer un problema mas tedrico.
., . . d -z e
Resolver la ecuacion diferencial d—: = (x? — 1), cuya representacion grafica se muestra

en la Figura 3.
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Figura 3. Trayectorias de la ecuacion diferencial%= (x?2—-1)
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Si analizamos el marco algebraico, su solucion es muy elemental, pues es una ecuacion

en variables separables y resoluble en cuadraturas, cuya solucion se puede expresar por

1+ce” - : .
R es claro que, esta expresion a los estudiantes no les dice mucho sobre el
comportamiento de las soluciones: asi declaran que dicho limite es -1. Aun teniendo el
comportamiento grafico (ver figura siguiente), es necesario realizar el anélisis de cuando el
limite es —1, ocasion propicia para revelar la necesidad de tener en cuenta las condiciones
iniciales y el andlisis general del problema. De nuevo recalcamos la necesidad de la integracion

de los diferentes acercamientos para completar el analisis.

Referentes tedricos sobre las TIC, la visualizacion matematica y la Educacion Matematica
Realista.

Para lograr un robusto proceso de ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, que permita que los estudiantes sean capaces de resolver problemas
intramatematico y extramatematico, se hace necesario considerar en este proceso los referentes
sobre: las TIC, visualizacion Matematica, Educacion Matematica Realista. A continuacion, se

explican cada uno de estas teorias.
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Referentes sobre las TIC en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Matematica.

Las tecnologias de la informacion y la comunicacion (TIC) han tenido una gran
influencia en la ensefianza de las diferentes areas del conocimiento en los ultimos afios en los
diferentes niveles educativos. Concerniente al uso de las TIC en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la Matematica, Santos, Moreno & Camacho (2016, p. 828) plantean que: “... el
uso de la tecnologia digital ofrece a los docentes y estudiantes la oportunidad de ampliar y
profundizar las formas de razonamiento sobre las estrategias matematicas involucradas en la
resolucién de problemas ™ (Santos, Moreno & Camacho, 2016).

Estos autores consideran ademas que representar y explorar tareas matematicas
mediadas por tecnologias digitales presenta nuevos desafios para los docentes. En este sentido,
€S un campo que, pese a su rapida expansion, ofrece un sinnumero de posibilidades novedosas
de aplicacion.

Integrar las TIC, especificamente software de GeoGebra, Matematica, entre otros, en las
clases de ecuaciones diferenciales ordinaria contribuye a su ensefianza y aprendizaje, pues le
brinda al docente de Matematicas la oportunidad de crear ambientes de aprendizajes
enriquecidos para que los estudiantes perciban esta area del conocimiento como una ciencia
experimental. En este proceso los estudiantes se dotan de estrategias que le permiten aplicar las
TIC al proceso de resolucion de problemas intra y extramatematicos.

Fundamentos de la visualizacion Matematica.
Arcavi (2003), Hershkowitz (1990), Zimmermann y Cunningham (1991), entre otros,
han investigado sobre la visualizacién matematica. Segin Arcavi (2003) la visualizacion es:

[...] la capacidad, el proceso y el producto de creacion, interpretacion,
uso y reflexién sobre fotos, iméagenes, diagramas, en nuestra mente,
sobre el papel o con herramientas tecnoldgicas, con el propdsito de
representar y comunicar informacion sobre el pensamiento y desarrollo
de ideas previamente desconocidas y avanzar en la comprension
(Arcavi, 2003, p. 217).
El proceso de visualizacion constituye un recurso para la comprension de los conceptos
matematicos y para comunicar ideas matematicas (Arcavi 2003). Estas ideas se consideran
fundamentales en esta investigacion. Para De Guzman (1996) “... la visualizacion aparece

como algo profundamente natural tanto en el nacimiento del pensamiento matematico como en

1010 Revista Paradigma (Edicion Cuadragésimo Aniversario: 1980-2020), Vol. XLlI, junio de 2020 / 1004 — 1016



Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias en un Contexto Realista

el descubrimiento de nuevas relaciones entre los objetos matematicos, y también, naturalmente,
en la transmisién y comunicacion propias del quehacer matematico (Guzman, 1996, p. 3)”.

En este trabajo se asume la visualizacion como un proceso que le permite al estudiante
establecer relaciones entre los elementos propios de un objeto de ecuaciones diferenciales
ordinarias y sus propiedades, para contribuir a la resolucion de problemas intramatematico y

extramatematico de su contexto.

Referentes sobre la Educacion Matematica Realista.

La Educacion Matematica Realista (EMR) se fundamenta en ‘“herramientas
conceptuales para una teoria de la educacion matemaética (Freudenthal, 1973, p. 31)”. Es una
teoria que posibilita un proceso de ensefianza aprendizaje de la matematica escolar a partir de
situaciones de la vida cotidiana o problemas extramatematicos de un contexto significativo para
el estudiante.

En la EMR la matematizacion es una actividad estructurada y organizada que deviene
del quehacer matemaético, la cual esta al alcance de todos los seres humanos. Es actividad es
definida por Freudenthal (idem, p. 44), como: “Matematizar es organizar la realidad con
medios matematicos...incluida la matemdatica misma” .

Segun Freudenthal (ibidem, pp 35, 36), el proceso de matematizacion involucra:

1. Reconocer caracteristicas esenciales.
Descubrir caracteristicas comunes.
Ejemplificar ideas generales.
Enfrentar situaciones problematicas.
La irrupcién repentina de nuevos objetos mentales y operaciones.

Buscar atajos y abreviar estrategias y simbolizaciones.

N oo g bk~ DD

Reflexionar acerca de la actividad matematizadora, considerando los fendmenos

en cuestion desde diferentes perspectivas.

Estos elementos que involucra la matematizacion se es necesario tenerlos presente para
el proceso de ensefianza aprendizaje de la resolucion de problemas sobre ecuaciones
diferenciales ordinarias. Pues se trata de resolver situaciones o problemas con contexto real y a

la vez de interés para los estudiantes, como puede ser el caso del Coronavirus.
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El caso del Coronavirus.

Un problema muy actual es la pandemia del COVID-19, por ello puede ser utilizado en
diferentes formas, en particular desde el punto de vista educativo.

Para ello utilizaremos el Modelo SIR (Kermack & McKendrick, 1927; Uribarri,
Rodriguez & Cervantes, 2013-2014), cuyas siglas provienen de considerar tres clases de
personas: el ndmero de los individuos susceptibles S(t), es decir aquellos que pueden
contagiarse; los infecciosos I(t), los que al estar enfermos pueden transmitir la enfermedad; los
recuperados R(t), aquellos que después de enfermarse y aliviarse quedan en un estado de
inmunidad o bien estan aislados en algun sitio (como un hospital) o fallecieron. Este modelo

tiene varias restricciones:

a. Una sola infeccion es la responsable de ocasionar un proceso infeccioso en el huésped.

b. El desenlace de la enfermedad es la muerte o la inmunidad completa.

c. Latasa de contagio es proporcional al nUmero de enfermos.

d. Todos los individuos sanos son susceptibles.

e. Lapoblacion es cerrada, en la practica esto es practicamente imposible como se ha visto
en la pandemia que nos ocupa.

f. El periodo de incubacién es muy corto, en particular se usa 14 dias en este caso.

g. Elindividuo susceptible se enferma y puede contagiar a otro.

h. El modelo (Figura 4) supone ademé&s que los individuos de todas las clases estan
mezclados y entran en contacto (excepto los que estan aislados en hospitales y los
muertos). De ahi la importancia de la cuarentena.

Figura 4. Sistema de Ecuaciones del Modelo Clasico SIR

dS— IS dl— IS — bl dR—bI
ac M ac ¢ ’ dt

Aqui a>0 es el factor de proporcionalidad de la tasa de contagio y b es la tasa de
recuperados por unidad de tiempo.

Por la cuarentena y las diferentes medidas tomadas, la tasa de contagio puede ser
reducida (de hecho es el objetivo fundamental al reducir la movilidad social), los datos usados
en la modelacion son los siguientes: 12 los dias de incubacion, 2.5 el numero basico de
reproduccion, Ro (1,5 0 menos en cuarentena, o sea, la cantidad de individuos que uno infectado

contagia en el periodo infeccioso), 14% es la tasa de infeccion, de esos infectados un 95% es la
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tasa de recuperados y 5% es la tasa de mortalidad.
Los Graficos 1, 2, 3y 4, presentados a continuacion, representan una simulacién de la
evolucion de la pandemia en la Ciudad de Corrientes y la Provincia homonima, con una

poblacién aproximada de 399999 susceptibles y 1 infectados (999999 para la provincia).

Gréfico 1. Evolucion Corrientes-Ciudad
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Cuando en la prensa, o en distintos medios, hablan del “pico” de la epidemia, hablan del
valor méximo de infectados en un momento dado, asi en el Gréafico 1 para la Ciudad de
Corrientes y en el Gréafico 2 para la Provincia de Corrientes, el pico se alcanzaria a los 60 dias
del primer caso reportado, o sea, alrededor del 20 de mayo, siempre que tomemos Ro=2,5 0 sea,
practicamente con una vida normal y tendriamos alrededor de 175 mil infectados en la Ciudad
y unos 430 mil en la Provincia. Es facil imaginarse que con esos numeros todos los servicios
publicos hubieran colapsados. En los Gréficos 3 y 4, se presenta la evolucion de la epidemia
para una tasa mucho menor y se ve facilmente que el pico maximo se alcanza para la Ciudad
casi en el doble del periodo del tiempo y con 75 mil infectados menos, para la Provincia el pico
se alcanza en el doble del periodo de la Gréafica 2 y se disminuyen en 200 mil los infectados.

Ese es el quid de la cuestidn a transmitirle a los estudiantes, guardar la distancia social,
cumplir con al cuarentena, es vital para achatar el pico y aplanar la curva, de tal forma que el
sistema de salud y otros servicios publicos, puedan asimilar de una manera gradual, las

atenciones que requiere la poblacion.
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Gréafico 2. Evolucién Corrientes - Provincia

EvolucidonCtesProv
1200000
1000000
/_-__—_-
800000
600000
400000
200000
0 e — d
=W AW AW A WY ALY WO AW AW AW A oW W AW
e NN DN = s DWW W 000N O 0O NN
L B B B B B |
S SCEPLIDIES e nfectados recuperados fdlecidos

Si consideramos una razon de crecimiento (Ro) de 1,5, el comportamiento es el mostrado
en el Gréfico 3.

Grafico 3. Evolucion Corrientes - Ciudad
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Gréafico 4. Evolucion Corrientes - Provincia
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Conclusiones.

Hemos visto como la Matematica Realista (Heuvel-Panhuizen, 2002), en el proceso de
ensefianza-aprendizaje bajo un enfoque de resolucion de problemas, donde se haga uso de
herramientas matematicas (desde software como Matematica, GeoGebra hasta el Excel) y de la
visualizacion matematica propicia la experimentacion, busqueda y exploracion del
conocimiento sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, que a la vez estimule y propicie el
desarrollo del pensamiento matematico y redunde en el proceso educativo, en la formacion de
valores y actitudes.

De esta manera, creemos que este proceso de ensefianza-aprendizaje de la resolucion de
problemas intramateméaticos o extramatematicos (con modelos basados en ecuaciones
diferenciales ordinarias) se perfecciona y se enriquece con los aportes que brinda la integracién
de la modelacién, las TIC, la visualizacion matematica y la Educacién Matematica Realista.

La propuesta que hemos presentado, sin &nimo de completitud, puede servir de
ilustracion para otros docentes en diferentes areas, y permite imbricar, de manera natural, desde

el conocimiento matematico hasta la formacién en valores de los estudiantes.
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