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Resumen

Este articulo presenta resultados obtenidos de una investigacion en el desarrollo de una tesis de
maestria, titulada "Aprendizaje geométrico sobre ideales presentes en la simulacién de un motor
de dos tiempos en GeoGebra: Un estudio de caso”. Referida investigacion fue desarrollada en
el Programa de Posgrado en Educacion en Ciencias y Matematicas de la Universidad Federal
de Para. En este articulo se describen los procesos de objetivacion de la nocién geométrica del
sector circular manifestado por un grupo de estudiantes de la Licenciatura Integrada en Ciencias,
Matematicas y Lenguaje en actividades de Elaboracion de Simuladores con GeoGebra (ESG).
Especificamente, la objetivacion del referido contenido geométrico se evidencié en las
actividades de trabajo matematico llevadas a cabo para simular el cigtefial de un motor de dos
tiempos en el GeoGebra. Este estudio tom6é como fundamento tedrico la Teoria de la
Obijetivacion, para tener una Optica que permitiese evidenciar la objetivacion del conocimiento
geométrico para describir el grupo de estudiante llegan al encuentro con la nocion de sector
circular al simular un ciguefial de un motor de dos tiempos en GeoGebra. Los datos de la
investigacion provienen de las grabaciones realizadas en las sesiones de trabajo con estudiantes
y profesores cuando realizaban las actividades, particularmente en el momento de trabajo
matematico. Realizamos un analisis multisemiotico de la informacion obtenida de las
transcripciones hechas de las grabaciones. Los resultados se centran en como los estudiantes
usan medios semidticos de objetivacion para expresar y dar forma a la nocion de sector circular.
Palabras clave: Procesos de objetivacion; Medios semi6ticos; GeoGebra; Sector Circular.

A objetivagdo da nogéo do setor circular no trabalho matematico da GeoGebra

Resumo
Este artigo apresenta resultados obtidos em uma investigacdo no desenvolvimento de uma
dissertacdo de mestrado, intitulada "Aprendizado geométrico sobre ideais atuais na simulagéo
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de um motor a dois tempos no GeoGebra: um estudo de caso”. Esta pesquisa foi desenvolvida
no Programa de P6s-Graduacgdo em Ensino de Ciéncias e Matematica da Universidade Federal
do Pard. Este artigo descreve 0s processos de objetivacdo da nogdo geométrica do setor circular
manifestada por um grupo de estudantes de uma turma da Licenciatura Integrada de Ciéncias,
Matematica e Linguagem em atividades de Elaboracdo de Simuladores com GeoGebra (ESG).
Especificamente, a objetificacdo do contedo geométrico mencionado acima foi evidenciada
nas atividades matematicas de trabalho realizadas para simular o virabrequim de um motor de
dois tempos no GeoGebra. Este estudo tomou a Teoria da Objetivagdo como fundamento
teorico, para ter uma Otica que permitisse descrever a objetivacdo do conhecimento geométrico
para descrever o grupo de alunos que eles encontram a nogéo de setor circular ao simular uma
cambota de um motor a dois tempos. GeoGebra. Os dados da pesquisa provém das gravacdes
realizadas nas sessfes de trabalho com alunos e professores quando elas realizavam as
atividades, principalmente no momento do trabalho matematico. Foi realizada uma analise
multissemidtica das informacdes obtidas das transcricBes feitas a partir das gravacdes. Os
resultados se concentram em como 0s alunos usam meios semioticos de objetivacdo para
expressar e moldar a nocéao de setor circular.

Palavras-chave: Processos de objetificacdo; Meios semioticos; GeoGebra; Setor Circular.

The objectivation of the notion of circular sector in mathematical work with GeoGebra

Abstract

This article presents results obtained from an investigation in the development of a master's
thesis, titled "Geometric learning about present ideals in the simulation of a two-stroke engine
in GeoGebra: A case study"”. This research was carried out in the Graduate Program in Science
and Mathematics Education of the Federal University of Para. This article describes the
processes of objectification of the geometric notion of the circular sector manifested by a group
of students of the Integrated Degree in Science, Mathematics and Language in activities of
Simulator Development with GeoGebra (ESG). Specifically, the objectification of the referred
geometric content was evidenced in the mathematical work activities carried out to simulate the
crankshaft of a two-stroke engine in GeoGebra. This study took as a theoretical foundation the
Theory of the Objectification, to have an optics that would allow the objectification of geometric
knowledge to be described to describe the group of students they come across the notion of
circular sector when simulating a crankshaft of a two-stroke engine in GeoGebra. The research
data comes from the recordings made in the work sessions with students and teachers when they
carried out the activities, particularly at the time of mathematical work. We performed a
multisemiotic analysis of the information obtained from the transcripts made from the
recordings. The results focus on how students use semiotic means of objectification to express
and shape the notion of circular sector.

Keywords: Objectification processes; Semiotic media; GeoGebra; Circular Sector.
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Introduccion

El aprendizaje matemaético es un fenémeno educativo cuya caracterizacion depende de
la perspectiva tedrica con la que decide ser analizado. Una perspectiva tedrica que ha tenido una
gran influencia en la forma de entender el aprendizaje matematico desde finales del siglo XX es
el constructivismo. Sin embargo, a lo largo de los afios, se han desarrollado nuevas perspectivas
de aprendizaje para responder a la necesidad de integrar estos aspectos sociales, culturales e
historicos en el aprendizaje de los estudiantes. Una de estas perspectivas es sociocultural, que
se caracteriza, por un lado, porque el conocimiento es generado por individuos en el curso de

practicas sociales que son consustanciales en la historia y la cultura.

Un ejemplo de estas perspectivas socioculturales que permitieron mirar la educacion
matematica con otros lentes, es la teoria histérico-cultural de la ensefianza y el aprendizaje de
las matematicas, denominada Teoria de la Objetivacion (TO), desarrollada por Radford (2014,
2020). La TO se basa una concepcion social del aprendizaje, en la cual los sujetos involucrados
en alguna actividad de ensefianza-aprendizaje, desarrollan capacidades intelectuales mientras
aprenden a relacionarse con los otros, es decir, también se promueven capacidades de relaciones
humanas. Ademas, defiende una concepcion no mentalista del pensamiento, en la que se puede
observar, ya que emerge a traves de gestos, movimientos corporales, actividad perceptiva,
artefactos y signos utilizados por individuos y no como algo inobservable, que solo sucede en

el plano mental.

Desde la perspectiva de la TO, el pensamiento se enmarca en significados culturales que
guian la actividad de los individuos y les dan una cierta forma. Una forma que se refleja en la
forma de demostrar, argumentar y resolver problemas, ya que tiene significados culturales
historicos que la preceden, es decir, esta forma de actividad esta sustentada por una
superestructura simbdlica que se ha denominado medios semidticos. Estos medios ayudan a
comprender las concepciones de los objetos matematicos, su existencia, la relacion con el
mundo concreto y los patrones sociales de produccion de significados culturales (Radford,
2006).

Recientemente, la perspectiva sociocultural ha animado el debate sobre el papel
desempefiado por el trabajo humano en el desarrollo de formas histdrico-culturales de producir

conocimiento matematico, independientemente de las condiciones institucionales que rodean la
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actividad. En este sentido, actividades educativas, formales y no formal, como la Elaboracién
de Simuladores con GeoGebra (ESG), se consideran una instancia social del encuentro con el
saber matematico, el posicionamiento critico ante ellos (Prieto G., & Ortiz, 2019) y como un
escenario para la promover formas de colaboracion humanas en la ESG (Castillo & Sanchez,
2020; Prieto G., Castillo & Marquez, 2020).

Aunque la alienacion nunca ha sido el objetivo de la ESG, consideramos importante
evitarla tanto en la medida de lo posible y, para esto, es necesario llevar a cabo estudios que nos
permitan ampliar nuestra comprensioén de las implicaciones de la ESG en el aprendizaje
geométrico de los estudiantes que participan en la actividad. Asumir una perspectiva
sociocultural para esto implica prestar especial atencion al papel de la cultura en la produccion
del conocimiento matematico escolar, es decir, la forma los individuos involucrados en la
actividad piensan y acttan juntos con respecto al conocimiento matematico, utilizando una serie
de recursos semidticos organizados en la cultura escolar. Una perspectiva nos permitira ampliar
nuestras comprensiones de las implicaciones de la ESG en el aprendizaje geométrico de los

estudiantes que participaron.

Por lo anteriormente expuesto, el objetivo de este trabajo es describir la objetivacion de
la nocion de sector circular que ocurre en las actividades de trabajo matematico en la ESG,
realizada por un grupo de estudiantes de pregrado junto a sus profesores. Nuestra intencién es
contribuir con informacién que sea beneficiosa para los profesores que estan realizando la ESG

como una oportunidad para promover procesos de ensefianza-aprendizaje de la matematica.

Marco Tedrico

Para conseguir el objetivo de la investigacién, nos apoyamos en una perspectiva
historico-cultural del aprendizaje matematico, expresada en la Teoria de la Objetivacion (TO)
por Luis Radford (2006, 2014, 2020), para interpretar el aprendizaje geométrico producido en
las actividades de trabajo matematico llevadas a cabo por estudiantes de pregrado y profesores
que resolvieron la tarea de construir un sector circular con GeoGebra. Radford (2006) argumenta
que el aprendizaje "no consiste en construir o reconstruir el conocimiento. Se trata de dar sentido
a los objetos conceptuales que el estudiante encuentra en su cultura” (p. 113). El aprendizaje

seria entonces un proceso social, sensible y material teorizado en la TO como procesos de
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objetivacion en la que "el estudiante alcanza una comprension critica, a través de la dotacion de

significados, objetos culturales matematicos y su logica cultural” (Radford, 2011, p. 45).

En oposicion al paradigma individualista, la TO propone una reconceptualizacion del
aprendizaje matematico, no como resultado de la accion del sujeto que construye su propio
conocimiento, sino como "un proceso colectivo, cultural e histéricamente situado que destaca
el papel del trabajo social humano, el cuerpo, emociones y el mundo material” (Radford, 2018a).
Para la TO, el aprendizaje tiene que ver con el saber matematico de la escuela, pero también con
aquellos seres que se transforman y reafirman como sujetos de educacion en la busqueda de este
conocimiento. Para estudiar el aprendizaje matematico, la TO introduce dos categorias
conceptuales en forma de procesos de objetivacion y subjetivacion. Mientras que los procesos
de objetivacion explican la forma en que el conocimiento aparece en el aprendizaje, los procesos
de subjetivacion tienen que ver con el sujeto que hace parte de la actividad y sus formas de
colaboracién. En atencion al objetivo de nuestro, nos referimos al aprendizaje matematico en

términos de procesos de objetivacion.

El cuanto al significado de objetivacion en la TO, Radford (2018b, p.233), considera que
la experiencia humana de las personas desde su nacimiento entra en contacto con situaciones,
entidades o cosas que se les oponen, que parecen extrafias y desconocidas, pero que forman
parte del repertorio de sistemas de expresion, accion y pensamiento, constituido histérica y
culturalmente. La objetivacion es precisamente este proceso social, corporal, material y
simbdlico que implica:

Llegar a ser, progresiva y criticamente, consciente de una forma codificada de pensamiento y
accion, algo que gradualmente notamos y al mismo tiempo adquiere significado. Los procesos
objetivos son aquellos actos para darnos cuenta significativamente de que algo se revela a la

conciencia a través de nuestra actividad corporal, sensorial y de artefactos (Radford, 2017b, p.
121).

La forma de entender la objetivacién propuesta por la TO revela dos elementos de este
proceso que son fundamentales para comprender como se produce el aprendizaje geométrico
durante la ESG. Por un lado, la objetivacion es un proceso individual, emocional y afectivo de
sensibilizacion sobre algo que constituye conocimiento. Por lo tanto, la conciencia es un reflejo

de la forma en que cada individuo reconoce el mundo que lo trasciende y se orienta / posiciona
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criticamente dentro de él (subjetivacion), dentro de una dinamica de encuentro dialéctico con

las formas codificadas de reflexion, accion y pensamiento.

Esta conciencia no es contemplativa, porque, a través de la conciencia individual, se
forman sensibilidades culturales para reflejar, comprender, estar en desacuerdo, objetar y sentir
a los demés, a si mismos y al mundo (Radford, 2017b, p. 122). Por otro lado, para que se
produzca la conciencia, es necesario que los individuos se involucren en una determinada
actividad, de modo que, las reflexiones y acciones de los estudiantes en ella conduzcan a formas
de instanciacion del conocimiento matematico que, al principio, puede parecer algo extrafio para

nosotros, como una especie de alteridad.

Durante los procesos de objetivacion, los estudiantes y profesores usan el cuerpo, los
signos, los artefactos y los gestos para hacer que el objeto aparezca (Sanchez, Prieto G.,
Gutiérrez & Diaz-Urdaneta, 2020; Sanchez & Prieto G., 2018; Sanchez & Brandemberg, 2019)
y alcanzar formas relativamente estables de conciencia acerca de los significados culturales con
los que fueron dotados, ya que los objetos no pueden usarse al estar totalmente expuesto en el
mundo concreto. Estos recursos que se utilizan en la actividad matematica se denominan medios
semioticos de objetivacion. En términos de Radford, los medios semiédticos de objetivacion se

definen como:

Todos los medios utilizados por los individuos que estan en el proceso de producir significados,
para lograr una forma estable de conciencia, presentan sus intenciones y organizan sus acciones
y asi adquieren los objetivos de sus acciones (Radford, 2003, p. 41).

Es a través de la movilizacion de medios semidticos de objetivacion en la actividad
matematica escolar que se puede acceder a los objetos matematicos, lo que les permite estar
presentes, dandoles una cierta forma de conocimiento tangible y corporal (Radford, 2003).
Arzarello (citado en Vergel, 2014) afirma que es necesario en la investigacion detectar y analizar
como surgen y evolucionan los medios semioticos en el proceso de ensefianza y aprendizaje de

las matematicas.

En la teoria de la objetivacion, lo que hace posible el aprendizaje es una actividad
humana, sensual y practica. En este sentido, el concepto de actividad propuesto desde la TO
cubre mucho mas que las personas que interactlan entre si. Es mas que un medio de interactuar

con personas Y artefactos. Es una forma de vida, algo organico y sistémico, un evento creado
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por una busqueda comun, es decir, una busqueda con otras personas, de la solucion a un
problema planteado, una investigacion cognitiva, emocional y ética (Radford, 2017b, p. 125).
Radford, para evitar confusiones con otros significados de la actividad, decidi6 llamar “trabajo

conjunto™ en la teoria de la objetivacion a la actividad.

Radford coloca la labor conjunta como la principal categoria de la teoria de la
objetivacion. Se basa en las ideas de Spinoza (1989), donde “los seres humanos son
considerados parte de la naturaleza: son seres naturales, seres de necesidades que encuentran su
satisfaccion en los objetos fuera de si mismos” (Radford, 2018b, p. 12, traduccion nuestra). Para
satisfacer sus necesidades (necesidades de supervivencia, aprendizaje y otras necesidades
creadas por / en la sociedad), los seres humanos se lanzan activamente al mundo. Durante esta
produccién los individuos se inscriben en el mundo social y al mismo tiempo producen su propia

existencia. EI nombre de este proceso Radford le llamé labor conjunta.

Colocar el trabajo conjunto como una categoria ontoldgica y epistemoldgica en la teoria
de la objetivacion nos lleva a considerar la actividad en el aula como la unidad de analisis
(Radford, 2018a). Sin embargo, no podemos descartar el papel del lenguaje, los signos, los
artefactos y el cuerpo en los procesos de objetivacion. En la TO, el lenguaje, los signos, los
artefactos y el cuerpo sensible se entienden no como mediadores, sino como parte de la actividad
de los individuos, parte de su pensamiento.

Considerando un entorno escolar, esta basqueda comin se entiende precisamente como
"lo que los maestros y los alumnos producen juntos en el aula, trabajando codo con codo (por
ejemplo, una o més formas de presentar y / o resolver un problema, demostrar, etc.)" (Radford,
2020). Hegel (2001) se refiere a esta busqueda a traves de la expresion obra comun, sobre dicha
base Radford (2018b) establece lo siguiente:

Es en la produccion de esta obra comun que se encuentran los estudiantes con el saber cultural
e historico. Esta reunion consiste en una conciencia progresiva, material y sensible del
conocimiento, por lo que el aprendizaje no es mas que la refraccién en la conciencia del
estudiante de ese trabajo comun que él o ella contribuy6 a hacer aparecer en el aula (p. 14).

Teniendo en cuenta las ideas tedricas anteriores, definimos la Elaboracion de
Simuladores con GeoGebra (ESG) como un contexto en el que se producen varias actividades
creadas por la necesidad de promover el aprendizaje matematico, en especifico el geométrico,

los involucrados que participan en esta actividad son motivados por la produccion de dibujos
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dinamicos con el software GeoGebra. Un dibujo dindmico es un dibujo geométrico producido
por medio de un software dindmico, con el fin de preservar las propiedades espaciales que se le
impusieron cuando es movido o arrastrado por cualquiera de sus elementos libres (Laborde,
1997).

Para producir los dibujos dindmicos, los alumnos y profesores despliegan una secuencia
de actividades (Castillo, Prieto G., Sanchez & Gutiérrez, 2019; Gutiérrez & Castillo, 2020;
Sanchez & Sanchez, 2020) donde se ponen de manifiesto diferentes tipos de obra comun. Segln
Rubio, Prieto & Ortiz (2016), el primer conjunto de actividades tiene como producto la
traduccidn, en términos geomeétricos, del boceto de alguna parte que compone al fenémeno de
la simulacién. En este caso, la obra comun se manifiesta en el modelo matematico producido
durante la actividad y el establecimiento de una secuencia de construcciones con GeoGebra que
son atendidas en las demas actividades. El segundo conjunto de actividades resulta en la
produccion del dibujo dindmico correspondiente al modelo matematico producido
anteriormente (Gutiérrez, Prieto G., & Ortiz, 2017). Usamos los términos matematizacion y
trabajo matematico para referirnos al primer y segundo subtipo de actividades, respectivamente.
En este trabajo, centraremos nuestra atencion en el trabajo matematico realizado por unos

estudiantes de pregrado y profesores para representar el sector circular en el GeoGebra.

Asi, durante este tipo de actividades estudiantes y profesores: (i) seleccionan la
herramienta o funcionalidad dinamica del GeoGebra que permite construir el objeto geométrico
de la primeratarea de la secuencia (Castillo & Prieto G., 2018), (ii) identifican en la vista gréafica
la presencia o0 ausencia de cada elemento requerido por la herramienta o funcionalidad del
software para construir el objeto geométrico en cuestion, (iii) construyen los elementos faltantes
aplicando una estrategia determinada, (iv) aplican la herramienta o funcionalidad del GeoGebra,
(v) validan la consistencia de la construccion por medio de la prueba del arrastre, y (vi) aplican
nuevamente las acciones anteriores para los demas objetos identificados en el boceto, hasta

producir el dibujo dinamico.

Es durante el desarrollo de estas actividades donde surgieron los procesos de
objetivacion de los objetos geométricos utilizados para representar le sector circular, colocando

especial interés en los medios semi6ticos utilizados para expresar las ideas geométricas.
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Marco Metodoldgico

Para contestar la pregunta de esta investigacion, se realiz6 un estudio cualitativo (Bogdan
& Biklen, 1994) de corte descriptivo y de campo (Fiorentini & Lorenzato, 2012). En los
siguientes sub-apartados se describen los participantes y el contexto de la investigacion, colecta

de informacion, asi como la forma en la que los datos fueron producidos y analizados.

Participantes y contexto

Los participantes de esta investigacion fueron 14 estudiantes de pregrado del grado
integrado de Ciencias, Matematicas e Idiomas en los Afios Iniciales de la Escuela Primaria del
Instituto de Educacion Matemaética y Cientifica (IEMCI), quienes participaron en la disciplina
Tendencias de Investigacion en Ciencias, Mateméticas e Idiomas | del tercer periodo. En
algunas clases de esta disciplina, los estudiantes participaron en la actividad llamada "Construir
dibujos dinamicos con GeoGebra" que se llevd a cabo en mayo y junio del afio 2019. Para
mantener el anonimato de los participantes de la investigacion, los estudiantes seran llamados
con el acronimo E, seguido de un nimero y los profesores participantes, como P con un nimero

al lado.

Durante estas reuniones, se llevaron a cabo 4 actividades. La primera sesion tuvo como
objetivo familiarizar a los jévenes con la actividad de simuladores con GeoGebra. Con esto
queremos decir que esta sesion consistié en presentar los procesos matematicos asociados con
la resolucidn de algun fenémeno, es decir, explicar cada momento que los estudiantes pasaran
para desarrollar el simulador computacional. Luego, se realizé un primer acercamiento al
software GeoGebra, donde se anunciaron los puntos mas importantes, quién fue el creador, la
comunidad que lo acompafia y los materiales disponibles para su uso en las aulas. A
continuacion, se presento a los estudiantes la interfaz GeoGebra, las areas que la componen y
las cajas de herramientas de construccién que el software puede poner a disposicién de los

usuarios (ver Figura 1).
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Figura 1: Interfaz del GeoGebra
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Fuente: Sanchez (2020)

La segunda y tercera sesion de trabajo estuvieron directamente relacionadas con el
desarrollo de simuladores con GeoGebra. Por razones de tiempo, el fendmeno fue seleccionado
por la persona responsable del taller. Este era un motor de dos tiempos. Después de toda la

informacion sobre el fendmeno, los estudiantes simularon el cigliefial en la visualizacion grafica
de GeoGebra (ver figura 2).

Figura 2: Imagen de referencia del fenbmeno

Bicla

Virabrequim |

Fuente: S&nchez (2020)

Recoleccion de datos

Los datos del estudio provienen de la discusién generada por los participantes sobre la
construccién del cigiefial en GeoGebra. Esta discusion fue grabada con una cdmara de video,

para capturar la realidad natural y compleja del trabajo conjunto realizado por los participantes,
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al pasar por el "el trabajo matematico" descrita en las secciones anteriores. En el video, puede
ver los recursos semidticos que los participantes usan para comunicar sus ideas. El video se
transcribio en su totalidad en formato Word, utilizando un instrumento similar al que se muestra

en la Tabla 1. La siguiente tabla muestra un ejemplo de como se transcribio la informacion de

los videos grabados de las sesiones de trabajo.

Tabla 1: Instrumento para la transcripcion de los episodios

Momento. No.: 1
NUmero de video: 1
Lineas: (1-8)
Discusion: Seleccion de piezas del fendmeno que tienen movimiento.
ng 2 Contenido de la transcripcion
inea
1 Profesor 1: ;Cuéntas piezas [que tienen movimiento] reconoces alli [en la pizarra]? Comparando las dos
imagenes [que se muestran en el cuadro].
2 E1: El piston
3 Profesor 1: ;Cual seria el piston? Podria suceder y hacer una sefial a tus compafieros de equipo para que
te reconozcan.
4 E1: Para mi seria esta parte de aqui [mueve la mano hacia arriba y hacia abajo verticalmente (ver Figura
3.
Figura 3. Gestos de un estudiante para explicar el movimiento de la pieza
TTLLE |
Fuente: Sanchez (2020)
5 Profesor 1: es este de aqui [apunta para una parte de la pizarra].
6 El: Si.
7 Profesor 2: Ese es el piston.
8 E1: Para mi seria el piston.

Fuente: Sanchez (2020)

Analisis de los datos

El analisis de los datos se realizo por etapas. En el paso 1, hicimos una primera lectura
de las transcripciones para identificar, discutir y describir el proceso matematico utilizado por
los estudiantes y profesores para representar el cigiiefial en el GeoGebra, asi como también se

reconocio la técnica de construccion implementada. El objetivo de esta etapa fue reconocer las
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particularidades del trabajo geométrico realizado durante el proceso mencionado, especialmente

el contenido geométrico que se movilizé en esta actividad.

Tabla 2: Técnica de construccion del sector circular implementada por los estudiantes y profesores

Tarea de construccion: Construir un sector circular a partir de un punto exterior (punto A)
Herramienta utilizada: Sector Circular
Definicién de la herramienta: Seleccione el centro y después, dos puntos.

11
1.2

13

1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

Paso 1: Determinar los extremos del sector circular

Paso 2: Aplique la herramienta sector circular

2.1 Secred el sector circular e de centro Ay las de extremos E y F.

Fue creada una recta f paralela al ejeY en el punto A.

Fue creado un deslizador de tipo ndmero, con valores minimo y maximo de 1y 5, respectivamente y un incremento
de 0.01. Este deslizador fue llamado padrén.

Fue creado un deslizador de &ngulo @, com valores minimo y maximo de 0° e 360°, respectivamente y un
incremento de 1°.

La recta f fue rotada con centro de rotacion el punto A4, un angulo @& y en sentido horario, generando la recta f".
Fue creado un circulo ¢ con centro en el punto 4 y radio igual a 1,08 * padroén.

Fue creado circulo d con centro en el punto A y radio igual a 0,45 * padron.

La recta f "fue interceptada con el circulo d, generando los puntos C y D.

Se cred una recta g, perpendicular a la recta f ', que pasara por el punto C.

Se intercepto la recta g con el circulo ¢, generando os pontos E e F.

Figura 4: Determinacion de los extremos del sector circular

(a) (b)
Fuente: Sanchez (2020)

Figura 5: Construccion del sector circular

45

3 35

1

Fuente: Sanchez (2020)

Fuente: Sanchez (2020)

En el segundo paso, contactamos los datos recopilados. En este sentido, hicimos un

recorrido por las transcripciones para detectar fragmentos de la discusion de los participantes
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que parecian mostrar evidencia de la conciencia de algin objeto geométrico subyacente durante
el trabajo matematico. Cada fragmento es un segmento destacado (Radford, 2015, p. 561) que
refleja un momento particular en el trabajo matematico para representar el ciglefal. Para
identificar los segmentos, nos enfocamos en los cambios de enfoque a lo largo de la discusion,

considerando los objetos geométricos que identificaron a los participantes.

En la tercera etapa, realizamos un analisis multisemidtico (Radford, 2015; Sabena,
Robutti; Ferrara & Arzarello, 2012), con el fin de identificar en los segmentos la variedad de
significados y medios semidticos realizados por los participantes durante el trabajo matematico.
Asumiendo que la cognicidn tiene una naturaleza multimodal (Arzarello, 2006; Manghi, 2011;
Radford, Edwards & Arzarello, 2009), nos enfocamos en como los participantes combinaron
diferentes signos y artefactos para tratar de hacer aparentes los objetos geométricos que pueden

representar la parte del fenémeno a ser simulado.

Llamamos al nodo semi6tico cada forma en la que los participantes combinaron
diferentes medios semidticos para lograr un estado de conciencia mas 0 menos estable sobre
algun objeto geométrico. Radford (2003) define los nodos semidticos como "piezas de la
actividad semidtica del estudiante, donde la accion, los gestos y las palabras trabajan juntos para

lograr la objetivacion del conocimiento” (p. 56).

En este analisis consideramos las formas de accion, expresion y reflexion asociadas con
el desarrollo del aprendizaje geométrico para estudiantes de pregrado de pregrado integrados en
la resolucion de la construccion del sector circular con GeoGebra. Por lo tanto, dada la
naturaleza de la investigacion y la pregunta, el enfoque seré la interaccion discursiva de los
estudiantes a través de las transcripciones de las grabaciones de video, asi como las
producciones de la actividad matematica registrada en el archivo GeoGebra y las notas
generadas y por el investigador. De acuerdo con la perspectiva de la Teoria de Objetivacion
(Radford, 2006, 2013), el analisis de datos se basa en una concepcién multimodal del
pensamiento humano (Arzarello, 2006). Esta concepcion multimodal del pensamiento humano
establece que el andlisis de datos debe tener en cuenta la relacion entre los diferentes sistemas
semidticos movilizados por los estudiantes en el curso de la actividad (el sistema semiético de
lenguaje escrito, lenguaje hablado, gestos, acciones, etc.). Es por esta razon que ni la escritura,

ni el habla, ni la gestion de los estudiantes se analizan de forma aislada, por el contrario, estas
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formas de reflexion, expresion y accion se estudian como partes constitutivas de los procesos

de objetivacion.

Resultados

El andlisis de los datos permitid detectar segmentos destacados que se dieron cuenta de
coémo los estudiantes y profesores, apoyados por una variedad de medios semiéticos de
objetivacion, dieron cuenta de la toma de conciencia progresiva sobre la representacion del
sector circular en el GeoGebra. En total, hay dos nodos semidticos que representan diferentes

objetos geométricos que surgieron durante el trabajo conjunto.

Trabajo matemético

A partir de las actividades desarrolladas durante el trabajo matematico por los
estudiantes y profesores, se identificaron dos nodos semi6ticos que explican la discusion en
torno a un objeto geométrico que se construira en el sector circular. Podriamos decir que estos
nodos estan en correspondencia con los pasos y acciones de la técnica de construccién mostrada
en la seccion de metodologia. La objetivacion de estudiantes y docentes en dichos objetos
geomeétricos responde a la conceptualidad de la herramienta en la construccion de un sector

circular.

Nodo 1. La idea de rotacién

El nodo comienza cuando la discusién entre profesores y alumnos gira en torno al
reconocimiento de cual objeto matematico puede representar el movimiento de la pieza del
ciguefal. El profesor 1, en un primer intento, para que los estudiantes se den cuenta de este
objeto, utiliza el marcador en sus manos para simular el movimiento que esta haciendo la pieza,

al mismo tiempo, solicita a los jovenes que identifiquen qué movimiento estan simulando.

La respuesta de algunos estudiantes parece correcta, pero no tienen el foco de atencion
que el profesor 1 busco cuando les pidio a los estudiantes que enfocaran su atencion en algun
objeto matematico; por lo tanto, con ayuda de su discurso oral va direccionando sus preguntas
y sugestiones. Lo anterior y el constante movimiento de la mano del profesor 1 hace que E8

sepa que este movimiento puede representarse mediante una rotacion. El profesor 1 considera
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al alumno cuando afirma que el movimiento del sector circular se puede representar en

GeoGebra mediante una rotacion.

112. Profesor 1: Ahora, imaginemos que el marcador que tengo en mi mano es el ciguefial, qué
movimiento estas haciendo en este momento [mueve el marcador en tu mano].

Figura 6: Simulacion del movimiento del cigliefial usando el marcador

Fuente: Sanchez (2020)

113. E3, E6, E5 y E7: Esta girando

114. Profesor 1: Esta girando, es verdad. Pero si pensamos en cOmo representar este giro
matematicamente, ¢como podemos hacerlo? Recuerdan las transformaciones de las que
hablamos. Simetria axial...

115. E8: Con una rotacion

116. Profesor 1: Es cierto que podemos simular el movimiento del sector circular con una
rotacion.

Para que los estudiantes se den cuenta de la idea de la rotacion, deben considerar la
conceptualidad detras de la herramienta Rotacion. Es decir, para considerar que los estudiantes
aprendieron sobre la idea de la rotacion, tuvieron que reconocer qué objeto rotar, el centro de
rotacion y el angulo de rotacion. Elementos necesarios para usar la herramienta, en otras
palabras, para poder realizar la rotacion. En este sentido, los estudiantes pudieron identificar,
sin problemas, que el objeto que se rotaria es la recta ya dibujada en la vista grafica. Del mismo
modo, no tuvieron problemas para comunicar que el centro de rotacion seria el punto A (punto
previamente dibujado en el GeoGebra). Sin embargo, al identificar el &ngulo de rotacion, los
estudiantes tuvieron problemas para reconocer que este valor seria variable ya que, E3 comenta

que el angulo de rotacion es de 360° (linea 134),

El profesor 2 aprovecha la respuesta de este estudiante para mostrarle con la ayuda de
GeoGebra que no es posible considerar un solo angulo en esta ocasion, sino mas bien una familia
de angulos que se pueden representar con la herramienta deslizante y que tendrian un valor

minimo de 0 ° y un valor maximo de 360°. Despues de esta explicacion, el Profesor 1 mostro la
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rotacion ahora considerando un deslizador de angulo a con los valores mencionados, obteniendo

la recta necesaria.

127. Profesor 2: La herramienta de rotacién solicita el objeto a rotar, el centro de rotacién y
un &ngulo de rotacion. ¢Cual seria el objeto a rotar?

128. E4: La recta que dibujamos

129. Profesor 2: Bien, ¢qué pasa con el centro de rotacion? Deben considerar los objetos que
se crean en la vista gréfica.

130. E6: Entonces seria el punto A, que es el tnico punto alli

131. Profesor 2: ¢Y cudl seria el &ngulo de rotacion?

132. E3: ¢Entonces tenemos que crear una recta encima de la que ya esté dibujada, pero que
esta tenga movimiento?

133. Profesor 2: Asi es

134. E3: Bueno, si estuviera pensando en que la recta tenga movimiento, seria 360 °

135. Profesor 2: Bueno, el profesor 1 hara la rotacién, hara clic en la recta, luego en el punto
Ay luego, en la ventana emergente, colocara 360°. A continuacion, tenemos una recta f', que
se roté 360° [Figura 7].

Figura 7: El profesor apunta la recta rotada con su mano

Fuente: Sanchez (2020)
136. Profesor 2: Pero esta rotacion no nos ayuda porgue no se mueve, necesitamos hacer una

rotaciéon con un angulo dinamico, que varia de 0° a 360°. En GeoGebra, podemos hacer esto
creando un deslizador.

137 Profesor 1: Ya creé el deslizador, con un valor minimo de 0° y un maximo de 360°. Ahora
rotaré la recta f, en relacion con el punto Ay en el valor del angulo, pondré el nombre del
deslizador. Ahora podemos ver la rotacion de la recta.
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Figura 8: Rotacién de la recta f en relacion al punto A y angulo a

i

Fuente: Sanchez (2020)
138. E1, E9, E7, E8, y E3: {Que bien!
139. E7: ¢Entonces esa es la recta que vamos a utilizar? ¢La rotada?
140. Profesor 1: Asi es, vamos a ubicar los extremos del sector circular en esa recta.
El uso del GeoGebra para mostrar que el angulo de rotacién no podia ser fijo sino
variable fue de gran ayuda para que los estudiantes tomaran conciencia de que no necesitaban
un solo angulo, como estaban pensando en un inicio, sino un conjunto de angulos los cuales

ayudarian a simular que la recta siempre esta en movimiento.

Nodo 2. los extremos del sector circular

El trabajo conjunto en este punto de la discusion tiene como objetivo determinar la
ubicacion de los extremos del sector circular. El profesor 2 comienza la discusion comentando
que estos puntos también deben tener movimiento, tal como la linea recta ya rotada. Estos puntos
no pueden construirse en cualquier parte del plano, su ubicacion debe estar relacionada con la
recta rotada. El profesor 2, con la ayuda de las manos, muestra a los estudiantes cémo debe ser
el movimiento de los puntos e indica con sus manos donde deben ubicarse. Este maestro deja
una pregunta a los estudiantes sobre como pueden determinar estos puntos, considerando el uso

de la regla y el compas.

104. Profesor 2: Entonces, si ya tenemos uno de los puntos solicitados por la herramienta, que
es el centro, ¢cuales son los otros dos puntos que necesito?

105. E2: Los extremos.

106. Profesor 2: Exactamente, asi que sé que debemos construir los extremos, que exactamente
se ubicaran aqui [sefiala con la flecha del mouse] y aqui [sefiala una parte en la pantalla]. Pero
esos dos puntos no puedo construirlos haciendo clic y haciendo clic.

107. E3: Tal como se hizo el punto anterior.
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108. Profesor 2: Si. Estos [puntos deben construirse con otras construcciones auxiliares] y
también que proporcionan este dinamismo [mueve una de sus manos en un circulo, Figura 9].

Figura 9: El profesor 2 simula el movimiento circular con el dedo

Fuente: Sanchez (2020)

109. E3: Para realizar este movimiento circular...

110. Profesor 1: Porque si ya tenemos un punto que tiene movimiento [para simular el
movimiento circular], entonces lo que tengo que hacer es realizar las demas construcciones
en funcion de ese punto.

111. Profesor 1: Bueno, debemos ubicar [en GeoGebra] estos puntos [ver los extremos del
sector circular dibujado en la pizarra, Figura 10a]. Estos puntos tienen este movimiento [con la
ayuda de un marcador, hace el movimiento que tendria que tener los puntos, Figura 10b]. Luego
debemos hacer otras construcciones para determinar estos puntos.

Figura 10: La profesora 1 apunta los extremos del sector circular en la pizarra y el movimiento que
deberia tener

Fuente: Sanchez (2020)

139. Profesor 1: Ahora, desde esta recta, necesitamos determinar este punto [sefiala el punto
con el dedo indice] y este punto [sefiala el punto con el dedo indice].
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Figura 11: La profesora apunta la localizacion de los extremos del sector circular

(a)

Fuente: Sanchez (2020)

140. Profesor 1: Ahora, si veamos el dibujo en la pizarra. Tenemos esta recta ahora [dibuje la
linea, Figura 12a]. ;Cémo determino este punto [sefiala el punto con la mano, Figura 12b] y
ese punto [sefiala el punto con la mano, Figura 12c], usando una regla y compas?

Figura 12: Dibuja la recta y apunta las extremidades del sector circular

Fuente: Sanchez (2020)

E9 decide participar y mostrar a sus compafieros de equipo como determinaria estos
puntos. Para esto, el estudiante se basa en el dibujo para dibujar un circulo que pase por donde
deben ubicarse los extremos. Luego, se apoya nuevamente en el dibujo para trazar una recta
perpendicular a la recta f '(linea rotada). Sin embargo, al no incluir en su discurso cémo
determino esta recta, hace que el profesor 1 intervenga y le pregunte coémo dibujé esa recta, ya

que primero debe saber el punto por donde pasa la recta.

El estudiante E9 muestra signos de confusién, permanece en silencio y al final no da una
respuesta a la profesora 1; por lo tanto, su compafiero E3 decidié intervenir para ayudar,
explicando que se puede crear un circulo centrado en el punto Ay que llega al punto donde debe
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pasar la recta. Los profesores estan de acuerdo con la técnica de construccion discutida y deciden
hacerlo en GeoGebra para construir el sector circular y resolver la tarea.

141. E9: Primero, haria un circulo centrado en el punto Ay pasaria por los extremos del sector
circular [dibuje el circulo].

Figura 13: E9 dibuje el circulo

Fuente: Sanchez (2020)

142. Profesor 2: Bueno, sé que esos puntos estan en ese circulo. Ahora, ¢cémo los determino?
143. E9: Crearia otra recta aqui [dibuje la recta, Figura 48]. la linea cruza la circunferencia y
luego determino los puntos.

Figura 14: E9 dibuja la recta perpendicular

Fuente: Sanchez (2020)

144. Profesor 1: Pero ¢coémo hiciste eso? Porque primero debes ubicar un punto y luego
dibujar la recta que debe estar relacionada con la que ya se ha creado. Creo que la recta que
dibujaste es perpendicular a la que ya tenemos.

145. E3: Podemos crear otro circulo cuyo centro es el punto Ay llega al punto donde pasa la
recta perpendicular [E3 dibuja un circulo, Figura 15].
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Figura 15: E3 dibuja un circulo

Fuente: Elaborada por los autores

146. Profesor 1: Bien, con eso podemos determinar los extremos del sector circular. Ahora
llevemos lo que hemos discutido aqui a GeoGebra.

Discusiones y Conclusiones

En esta investigacion, nos apoyamos en la perspectiva histérico-cultural del aprendizaje
de las matematicas, la teoria de objetivacion da cuenta de los procesos de objetivacion en torno
a la nocion del sector circular movilizados por estudiantes y profesores de matematicas durante
la construccidn de un ciguefial con GeoGebra. A través de un analisis multisemiotico, pudimos
identificar algunos nodos semiéticos que nos proporcionan informacion sobre tales procesos de
objetivacion del conocimiento geométrico que ocurrieron en las actividades de trabajo
matematico. Estos hallazgos estan relacionados con la actividad semi6tica mostrada.

La actividad semiética exhibida

Los resultados revelaron la variedad de signos (palabras, gestos, dibujos) y artefactos
(cigtienal, lapiz, papel, pizarra y el GeoGebra) que conforman los diferentes nodos semioticos
identificados en las actividades de trabajo matematico. Con respecto a los gestos y los dibujos,
identificamos que estos recursos desempefiaban un papel mediador importante en los procesos
de objetivacion, mientras que se producian de manera sincronizada con el discurso oral para

revelar las ideas geométricas durante la actividad de trabajo matematico y la conceptualidad

Revista Paradigma (Extra 2), Vol. XLlI, agosto de 2020 / 448 — 475



La objetivacion de la nocidn de sector circular en el trabajo matematico con GeoGebra

geométrica implicita en la herramienta Sector Circular utilizada por los estudiantes. El conjunto
de signos y sus relaciones en cada momento de la discusion es un ejemplo de lo que Arzarello
(2006) Ilama el paquete semiotico. Dentro del alcance de la actividad semi6tica utilizada en los
nodos semidticos, los gestos fueron utilizados por estudiantes y profesores, tanto para indicar
los objetos geométricos necesarios para construir el sector circular en el GeoGebra como para

recrear ciertos movimientos relacionados con la pieza.

Medio semiético kinestésico

Las sefias emitidas por estudiantes y profesores tienen como objetivo mostrar el objeto
geométrico al que se refieren. Esta sefializacion puede ser para indicar la ubicacion en el dibujo
de algun objeto geométrico, alguna herramienta GeoGebra o alglin escrito en la pizarra.
También puede indicar alguna parte del fendmeno que se ha simulado. A lo largo de las
evidencias mostradas en los resultados, se observa que este es uno de los medios semio6ticos mas
utilizados durante el trabajo matematico. EI medio semidtico de sefias, fue usado para indicar

las ubicaciones del centro del sector circular, sus extremos, rectas, circulos entre otros.

Los movimientos, que representan este movimiento en el aire o en alguna superficie, en
papel, en la pizarra o en el GeoGebra, también fueron utilizados por maestros y estudiantes. Este
desplazamiento estaba relacionado con la forma de algun objeto geométrico, como fue el caso
los profesores, quienes este medio Kinestésico para indicar el movimiento circular del sector

circular y la direccion de una recta perpendicular.

Las inscripciones realizadas por estudiantes y profesores durante las actividades de
trabajo matematico fueron otro medio semiotico. Esto se caracteriza por dejar un registro (que
se puede escribir o dibujar) de lo que se considera relevante durante el desarrollo de la actividad.
Como fue el caso cuando se escribid en la pizarra los elementos que requiere la herramienta del

sector circular para ser utilizada.

Los dibujos realizados por estudiantes y profesores también se consideran medios
semidticos de objetivacion, en la medida en que permiten el acceso o funcionan como una
representacion de objetos geométricos, relaciones geométricas, entre otros. Su uso les permite
llevar al plano material lo que no se puede expresar con palabras o gestos y que desean mostrar

a otros participantes en la actividad. Estos dibujos son signos utilizados intencionalmente para
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mostrar, por ejemplo, la direccion de una recta, como fue el caso del profesor. O tal como lo
hizo E9 también quien dibujo circulos y rectas durante su explicacion para determinar los

extremos del sector circular.

Medios semidticos linguisticos

Entre las expresiones linglisticas utilizadas por estudiantes y profesores para
complementar y sincronizar los gestos espaciales, habia algunas expresiones lingiisticas como
“esta”, “alli” o “aqui”. Los estudiantes lo usan para indicar un objeto geométrico especifico que
se dibuja en la pizarra. También “aqui” se utiliza para indicar la ubicacion de algin objeto
geométrico, como, por ejemplo, la ubicacion del centro y los extremos del sector circular y todas

las figuras geométricas identificadas por los estudiantes en el dibujo de la a pizarra.

Medios semidticos fisicos y tecnologicos

Durante las actividades de trabajo de matematico, los estudiantes y profesores usaron la
pizarra para hacer un dibujo referente al sector circular y los pasos de la técnica que se utilizo.
También durante estas actividades, utilizaron GeoGebra como recurso tecnologico para

representar los objetos geométricos identificados.

Este tipo de medios semidticos identificados en nuestro andlisis coincide con los
reportados en otras investigaciones. En primer lugar, McNeill (1992) caracteriza el uso de las
manos (acompafiadas de un lapiz o no) para indicar o sefialar cualquier parte del boceto, localizar
puntos, lineas, curvas o angulos en el dibujo a mano alzada y también para simular el
movimiento de algunas partes del fenémeno, en dos categorias llamadas gestos icénicos y
deititicos. Siguiendo a este autor, podemos concluir que la dimension iconica del trabajo
conjunto estaba presente, porque para estudiantes y maestros algunos gestos eran visualmente
similares a las entidades que pretendian describir. Especificamente, resalta una escena del
primer nodo semiotico cuando el profesor 1 hace un movimiento de su mano en alusion a la

transformacion de rotacion.

Otra dimension identificada es la deitica, que se refiere a la forma en que los sujetos
indicaron un objeto geométrico especifico (0 algunos de sus aspectos caracteristicos)
representados en el espacio del articulo. Sobre esta ultima categoria pudimos observarla durante

el nodo 2 cuando los estudiantes sefialaban en la pizarra las rectas y puntos dibujados. Ambas
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dimensiones se reportaron en los estudios de Gomez (2013) y Pantano (2014), aunque con
diferentes nombres. En el caso de Gomez, los incluye en una categoria llamada sefiales
kinestésicas. Por otro lado, Pantano es mas especifico cuando se refiere a ellos como signos de

dedo o lapiz.

Los disefios también fueron recurrentes durante la construccion del sector circular.
Segun Laborde (1997), la interpretacion de dibujos en geometria es una préctica que favorece
el reconocimiento de las propiedades espaciales asociadas con las propiedades geométricas del
objeto que el dibujo intenta modelar. En nuestra investigacion, descubrimos que los maestros
hicieron grandes esfuerzos para dirigir la discusion hacia los puntos de encuentro entre lo visual
y lo tedrico, asegurando que cada toque que conforma el dibujo signifique cierta calidad de un

objeto geométrico.

Destacamos que, en investigaciones anteriores centradas en la matematizacién en
actividades de ESG (Sanchez y Brandemberg, 2019; Sanchez y Prieto G., 2018), se ha podido
evidenciar cdmo el uso consciente y critico de estos medios semioticos de objetivacion por parte
de los involucrados en la ESG dan cuenta de las formas de produccion del conocimiento

geométrico, de ese encuentro con el saber en términos de Radford (2014, 2020).

Finalmente, reconocemos que, los resultados de esta investigacion representan un avance
en la comprensién de los procesos de objetivacion producido durante las actividades de trabajo
matematico alrededor de la representacion de un sector circular en el GeoGebra, consideramos
que analizar una actividad especifica de este tipo no garantiza un reconocimiento profundo de
este fendmeno, por lo que necesitamos llevar a cabo otros estudios centrados en los procesos de
objetivacion que ocurren durante el trabajo matematico en la ESG, para que los resultados
obtenidos contribuyan a que nuestros profesores mejoren las condiciones de gestion de sus

actividades.
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