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Resumo. A formac&o de professores no Brasil ndo pode prescindir de um componente historico-
matematico e evolutivo. Nesse sentido, se torna imprescindivel ao professor compreender a
natureza intrinseca sobre o conhecimento matematico e seus processos ou itinerarios de
evolucdo e de irrefreavel generalizacdo. Dessa forma, o presente trabalho apresenta os dados
preliminares de uma investigacdo amaparada pelos pressupostos de uma Engenharia Didéatica
de Formacdo, em desenvolvimento no Brasil. O trabalho revela a uma importante cooperagédo
cientifica envolvendo pesquisadores portugueses, sobre o asssunto de sequéncias recorrentes de
2% ordem e aponta a contribuicdo de pesquisas desenvolvidas no periodo de 2015 — 2020, no
Programa de Pos-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematca, do Instituto Federal de
Educacao, Ciéncias e Tecnologia do Estado do Ceard — IFCE. Por fim, o trabalho apresenta
algns indicadores que devem demarcar um importante cenario para a formacdo (inicial e
continuada) de professores no Brasil.

Palavras-chave: Historia e Epistemologia da Matematica; Sequéncias recorrentes; Formacao de
Profesores de Matematica; Engenharia Didatica de Formacéo.

A PROPOSAL FOR HISTORICAL-EPISTEMOLOGICAL RESEARCH ON THE 2ND
ORDER SEQUENCES

Abstract. Teacher training in Brazil cannot do without a historical-mathematical and
evolutionary component. In this sense, it is essential for the teacher to understand the intrinsic
nature of mathematical knowledge and its processes or itineraries of evolution and irrepressible
generalization. Thus, the present work presents the preliminary data of an investigation
supported by the assumptions of Didactic Engineering of Training, under development in Brazil.
The work reveals an important scientific cooperation involving Portuguese researchers, on the
subject of recurrent 2nd order sequences and points out the contribution of research developed
in the period 2015 - 2020, in the Postgraduate Program in Science Teaching and Mathematics,
of the Institute Federal Institute of Education, Science and Technology of the State of Ceara -
IFCE. Finally, the work presents some indicators that should outline an important scenario for
the training (initial and continuing) of teachers in Brazil.

Keywords: History and Epistemology of Mathematics; Recurring strings; Mathematics Teacher
Training; Didactic Engineering Training.
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Uma Proposta de Investigacdo Historico-Epistemolégica sobre Sequéncias Recorrentes de 22 Ordem

Introducéo

A tradicdo dos compéndios de Historia da Matematica utilizados no Brasil costuma
assinalar, de modo restritivo, um viés pitoresco, anedotico e episddico envolvendo um contexto
de discussdo a respeito de aspectos historicos do conbecimento matematico. Nao obstante, se
mostra imprescindivel para o professor de Matemaética adquirir uma compreenséo dos estadio
de génese, da irrefredvel evolucdo matematoca e epistemoldgica, bem como da constante
sistematizacédo das ideias cientificas, conceitos e objetos matematicos, confirmados por parte de
especialistas e matematicos profissionais, tanto do passado, bem como, em nosso momento
atual.

Com atencdo especial, quando objetivamos o professor de Matematica e sua atividade
docente no Brasil, urge a imprescindivel constituicdo de um repertério de conhecimentos e
saberes profissionais, capacitando-o a respeito de uma compreensdo aprofundada sobre a
Historia da Matematica, com maior énfase nos conceitos mais préximos do contexto escolar,
diferentemente do que deparamos nos livros de Historia da Matematica utilizados no Brasil, que
costumam dedicar maior atencdo e amplo exame sobre os fundamentos de Andlise e Céalculo
Diferencial e Integral (Alves, 2017). Apesar de que estes ndo costumam ser objetos de ensino
explicito no contexto da Educagdo Bésica e outros contelidos se mostram presentes no sistema
de ensino brasileiro.

Com origem panorama anterior, no presente trabalho trazemos uma proposta de estudo
de sequéncias recorrentes lineareas de 22 ordem. De forma usual, deparamos alguma atencéo
dispensada ao caso da sequéncia de Fibonacci, cujo viés episddico, carater figurativo e pitoresco
costuma ser priorizado e discutido, em detrimento de expressar e comunicar ao professor de
Matematica, um processo indene evolutivo e de generalizacdo epistemoldgica de uma espécie
de modelo matematico evolutivo para a Sequéncia Generalizada de Fibonacci.

Por outro lado, no presente trabalho, reportamos os dados mais representativos e
preliminares sobre investigac6es desenvolvida a partir de uma cooperacéo cientifica envolvendo
pesquisadores do Brasil e de Portugal e, ainda, trabalhos desenvolvidos por estudantes de um
programa de pos-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matemaética, do Instituto Federal de
Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Estado do Ceara — IFCE, no perido 2015 - 2020. Nosso

interesse envolve a concepcao e a constituicdo sistematica de recursos pedagogicos e didaticos,
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visando a formag&o inicial de continuada de professores de Matematica no Brasil, sobre o tema:
sequéncias numéricas recorrentes homogéneas de 22 ordem.
Na tabela 1 apresentamos alguns dados preliminares sobre dissertacbes envolvendo

projetos de pesquisas finalizados e outros em desenvolvimento no ano de 2020.

Tabela 1. Dissertacdes envolvendo projetos desenvolvidos no Programa de Mestrado
em Ensino de Ciéncias e Matematica — PGECM

Titulo da Dissertacdo/ano Objeto de investigacao

Dos Santos (2017) - Uma Engenharia A dissertacdo envolveu o desenvolvimento de
Didatica para a nocdo de sequéncia uma pesquisa com o interesse no processo de
extendida de Fibonacci: uma experiéncia  generalizacdo da Sequéncia de Fibonacci e a
no contexto do IFCE. proposicdo de uma Engenharia Didética.

Oliveira (2018) - Engenharia Didatica A dissertacdo envolveu o desenvolvimento de
com o tema: relacdes bidimensionais, uma pesquisa com o interesse N0 Processo n-
tridimensionais e n-dimensionais do dimenssional de representacdo da Sequéncia
modelo de Fibonacci. de Fibonacci e a proposicdo de uma

Engenharia Didatica de Formagcdo.
Souza (2020) — Sequéncia Generalizada A dissertacdo envolveu o desenvolvimento de
de Jacobsthal: uma Engenharia Didatica ~ uma pesquisa com o interesse no processo de
sobre seu ensino. evolucdo e generalizacdo da Sequéncia de
Jacobsthal e a proposicdo de uma Engenharia
Didatica de Formacao.

Guedes (2020) — Uma Engenharia A dissertacdo envolveu o desenvolvimento de
Didatica para o estudo da Sequéncia uma pesquisa com o interesse no processo de
Generalizada de Lucas (SGL). evolugdo e generalizagdo da Sequéncia de

Lucas e a proposicdo de uma Engenharia
Didatica de Formacao.
Total de dissertacgdes Investigacio e Formacéo

Na tabela 1 acima, indicamos alguns dos trabalhos realizados, todavia, visando a
descricdo de um itienerario investigativo sistematico, na se¢do subsequente, indicaremos 0s
pressupostos assumidos em nossa proposta que, com o amparo da no¢do de uma Engenharia
Didatica de Formacédo (EDF) e de determinados elementos oriundos da Teoria das SituacGes
(Brousseau, 1997), possibilita objetivarmos o acimulo de conhecimentos, concepcdo de
dispositivos que incidem e repercutem na formagéo (inicial ou continuada) de professores no
Brasil. Por conseguinte, adogcdo dos elementos de natureza de um design de investigacao,
recorrentemente empregado no campo da didatica da Matematica, garantira nossa sistematica
de pesquisa e do rigor necessario para o desenvolvimento da pesquisa.

Sobre o design de investigacao
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No Brasil, registramos uma consideravel influéncia da vertente francesa da Didatica da
Matematica (DM). Tal vertente, cuja consolidacdo cientifica e reconhecimento internacional
ocorrido pelo final dos anos 80, repercutiu e, também, influenciou o desenvolvimento e
consolidacdo de uma profuséo de investigac6es no Brasil, sobretudo, nos tltimos 20 anos.

De modo tradicional, a (DM) emprega uma perspectiva multedrica visando a
compreensdo dos fendmenos derivados da interagdo dos elementos do trinbmio cléssico
indicado por estudante — professor — saber matematico (Artigue, 1991; 2002). Por outro lado,
assumimos uma perspectiva influenciada pela reorientacdo dos interesse e pressupostos
assumidos no interior da (DM), sobretudo, quando obvetivamos os fundamentos da nocéo de
Engenharia Didatica, subdividida em Engenharia Didatica Classica ou de 1% geracdo e
Engenharia Didatica de 22 geracdo ou, nomeada, também, por Engenharia Didatica de
Formacdo. No trecho abaixo, apesar de extenso, revela maior interesse pela formacéo e,
acrescentamos, pela necessidade de compreensdo dos fendmenos derivados da atividade do
professor de Matematica desenvolvida no trabalho, com origem no contexto educacional
francés, a partir dos anos 90 (Perrin — Glorian, 2011).

Na prépria Franca, outros marcos tedricos se desenvolveram entre o
final da década de 1970 e o inicio da década de 1980, cujo trabalho de
fundacdo se baseou na engenharia didatica como metodologia de
pesquisa, com prolongada engenharia e monitoramento de classe, ao
longo de varios anos. E o caso da dialética da ferramenta objeto e do
conjunto de quadros desenvolvido por Régine Douady. A teoria dos
campos conceituais, apesar de ter um ponto de partida diferente, também
foi nutrida pelo trabalho de engenharia didatica, notadamente em
proporcionalidade e volume na década de 1980, depois em outros
contetdos [...] A partir da década de 1990, o leque de questBes
abordadas pela didatica e pela Engenharia Didatica ampliou-se, em
particular, ao estudo do papel do professor e a formacéo de professores
e a questdes mais transversais, como uso de novas tecnologias. (Perrin-
Glorian & Bellemain, 2019, p. 51-52).

Como bem observamos, por intermédio de um processo evolutivo proprio e
caracteristico da evolucdo da area de investigacdo, observamos duas categorias de interesses de
Engenharias Didaticas. A primeira categoria, denominada Engenharia Didatica de 12 geracédo ou
classica e a segunda, denominada de Engenharia Didatica de 22 geracdo. Cabe observar,
entretanto, que no seu contexto de origem, a tradigdo dos estudos envolvendo o emprego dos

pressupostos de uma Engenharia Didatica costumavam enfatizar maior interesse pela
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aprendizagem do estudante, entretanto, o préprio interesse dos especialistas da &rea em
disseminar e acumular conhecimentos cientificos sobre os fendmenos derivados do ensino e da
aprendizagem, compreenderam, a proximadamente ao final dos anos 90, que o papel do
professor de Matematica requer maior atencdo e desenvolvimento de pesquisa sobre o0 assunto
(Artigue, 1988; 1991; 2002; Perrin-Glorian & Bellemain, 2020). No trecho seguinte deparamos
a explicacdo de Artigue (2002) envolvendo determinada mudanca de interesses.

Mesmo que tenha sido formada na Franca, adotando uma abordagem
sistémica, a didatica da matematica, no inicio, concentrou seus esfor¢os
na disciplina de aprendizado e em suas interacdes com o conhecimento.
O professor, parceiro do pesquisador no desenho e experimentacéo da
engenharia didatica ou potencial usuario dos resultados da pesquisa,
permanece uma figura transparente, pouco questionada. No final da
década de 1980, no entanto, as limita¢6es induzidas por esse ponto de
vista eram cada vez mais sentidas e a necessidade de considerar o
professor como um ator pleno na situacao didatica, tdo imprevisivel e
previsivel quanto a aluno em seu comportamento, se impde a
comunidade de pesquisa. (Artigue, 2002, p. 66)

De modo tradicional, a Engenharia Didatica prevé o desenvolvimento sistemético da
fases de: (i) analises preliminares, (ii) analise a priori; (iii) experimentacdo; (iv) andlise a
posteriori. De modo simplificado, na etapa (i) realizamos um levantamento e um exame do
ensino atual, sobre determinado assunto ou contedo matematico (em nosso caso sequéncias
numeéricas recorrentes), incluindo a demarcacdo do campo matematico, epistémico e histérico
de interesse. A etapa (ii) consiste no desenvolvimento e analise a priori de uma série de
situacOes didaticas estruturadas, de acordo com as hipéteses resultantes dos estudos preliminares
e alcancaveis com os alunos do nivel especificado e balizadas por intermédio da Teoria das
SituacGes Didaticas (TSD) (Brousseau, 1997).

Todavia, em nosso caso, desde que consideramos professores em formacéo, se mostra
importante considerar nas analises preliminares, as ponderagdes de Perrin-Glorian & Bellemain
(2019) ao comentarem que:

As anélises preliminares se referem aos estudos epistemolégicos,
cognitivos e institucionais necessarios para o desenvolvimento de uma
série de situacBes a serem vivenciadas em sala de aula. Eles podem
consistir em estudos originais, mas em qualquer caso incluem um estudo
bibliografico sobre a questdo que é o objeto da pesquisa. (Perrin-Glorian
& Bellemain, 2019, p. 59).
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Na figura abaixo indicamos um itinerario de investigagdo realizado na investigacao de
Barquero & Bosch (2015). Observamos, porém, que os autores desenvolveram uma Engenharia
Didatica de Formacao e, determinadas modificac@es e a natureza das relagdes séo consideradas,
na medida em que, ocorre interesse maior pelos fenémenos derivados da aprendizagem do
adulto e, neste caso, do professor de Matematica.

Dessa forma, podemos observar que, a despeito do itinerério das fases da Engenharia
seguir as quatro etapas classicas indicadas ha pouco, recordamos a perspectiva assinalada por
Tempier & Chambris (2017) quando recordam que a nogéo de Engenharia retomada por Perrin-
Glorian (2011) possui interesse na formacdo, na constituicdo de recursos para o professor e sua
divulgacdo e, em tal design de investigagdo, “o desenvolvimento de recursos para o ensino
constitui um dos objetivos da investigacdo” (Tempier & Chambris, 2017, p. 5). Assim, na figura

2 abaixo, divisamos outros elementos contemplados por nossa Engenharia de Formacao.

Science of Didactics
Froblems, methodologies,
results, theoretical developments

4 N

1, Preliminary analyses
What the content at stake
is, how is, was, could be
taught

2. Design and a priori analysis
Sequence of mathematical

design

and didactic situations

Hypothesis
and guestions
Math & Did

4. A posteriori analysis,
validation and 3. Implementation, observation

development and data collection

. ‘In viva” analysis
New conditions, v

ot
\regula ities, phenomena Y,

Answers and
new questions
Experimental
level

Figura 1. Desenvolvimento de uma Engenharia Didatica segundo Barquero & Bosch (2015)
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1. Conception et analyses a

E:) priori des situations et de la
ressource

1. Analyses prealanies Développement

(epistemologiques, 3. Expérimentation d'une ressource
enseignement usuel, avec des enseignants pour

contramtes ... ) I'enseignement

‘1.‘__ 4. Analyses a posteriori <J
% i

== ¢t validations

Figura 2. Engenharia Didatica de Formagao proposto por Tempier & Chambris (2017)

Na figura 2 acima, divisamos 0 esquema proposto por Tempier & Chambris (2017).
Reparempos que, um dos produtos de uma Engenharia de Formagé&o reside na constitui¢io de
um recurso para a formacdo de professores. Podemos identificar que, na etapa de
esperimentacdo (expérimentation), a participacdo do professores se mostra um fato
fundamental, tendo em vista a concepcdo e ajuste de situacdes didaticas e um desenvolvimento
satisfatorio de determinadas transposicdes didaticas, tomando como referéncia um assunto
objetivado. Nas sec¢des subsequentes, indicaremos alguns dados mais representativos de nosso
estudo, considerando o periodo 2017 — 2020, que desenvolvemos no Brasil.

Cooperacao e pesquisa Brasil x Portugal

Registramos a intensa producdo de trabalhos em periddicos cientificos que revelam os
tracos essenciais ndo apenas matematicos mas, também, epistemolégicos e evolutivos de
determinadas classes de sequéncias recorrentes. Por outro lado, ndo podemos desconsiderar o
carater cifrado e demasiadamente restritivo de uma cultura matematica peculiarmente
comunicada pelos periddicos e jornais especializados internacionais (Campos et all, 2014;
Catarino, 2016; 2019; Catarino & Vasco, 2013; Catarino & Borges, 2020; Catarino; Campos &
Vasco, 2019).

Dessa forma, com maior atengdo aos trabalhos originados de investigagdes
desenvolvidas em Portugal, no @mbito da Matematica Pura, optamos por desenvolver um
processo de transposicdo cientifica e transposicdo didatica, capaz de aproximar e de

proporcionar ao professor, em formacéo inicial e continuada no Brasil, uma maior compreensao
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sobre um proesso historico, matematico e, sobretudo, com teor evolutivo atinente ao conceito
matematico-cientifico de sequéncias numéricas e recorrentes.

Apos realizar um extenso levantamento bibliografico com a consulta de livros de
Histdria da Matematica e de artigos especializados sobre o assunto, registramos um conjunto de
dez sequéncias recorrentes de 22 ordem. A partir desse exame preliminar, constatamos que 0s
livros de Historia da Matematica adotados no Brasil costumam enfatizar a abordar,
predominantemente as sequéncias de Fibonacci e de Lucas e, em poucos casos, deparamos a
discussdo de ementos relacionados com a sequéncia de Pell.

Ademais, relativamente ao conjunto complementar das sete sequéncias numéricas
restantes, que podemos observar na tabela 2, observamos a quase e total omissdo dos autores,
diante de uma abordagem de suas propriedades e generaliza¢Ges. Por outro lado, o processo de
matematico-epistemoldgicogeneralizacdo do modelo de recorréncia e o estadio atual de
interesse por parte de especialistas é desconsiderado, proporcionando uma visdo estatica e ndo
evolutiva do conhecimento matematico em questdo, sobretudo, quando objetivamos
professsores de Matematica em formacéo (inicial ou continuada).

Tabela 2. Descricdo e levantamento blibliografico da sequéncias recorrentes de 22 ordem

Descrigdo da sequéncia Descricéo da formula de
recorréncia

Sequéncia (Generalizada) de Fibonacci f,="Ff,+f, f,=01"f=1
(SGF)
Sequéncia (Generalizada) de Lucas (SGL) L,=L+L,, L=1L=3
Sequéncia (Generalizada) de Pell (SGP) P.,.=2P,+P ,, B, =0,R =1
(Ssegljt;nma (Generalizada) de Jacobsthal J =3 +23 ., 3,=0J, =1
Sequéncia (Generalizada) de Coordonier
(SGC) Cn+l = Cn—l +Cn—2 ' C0 :11 Cl = 0
Sequéncia (Generalizada) de Perrin
(SGPe) Qui=Quu+Q Q=3Q =0
Sequéncia (Generalizada) de Mersenne M,,=3M_,—2M_,
(SGM) . M,=0,M, =1
Sequéncia (Generalizada) de Oresme o
(SGO) On+2 :On+l_(1/4)on’oo :0’ Ol :1/2
Sequéncia (Generalizada) de Narayanna N,.,=N,+N._,, Ny=LN, =1
SGN
(Sequé)ncia (Generalizada) de Leonardo Le. =2Le, —Le,.,
(SGL) Le,=1Lle =1

Total considerado na pesquisa Dez sequéncias recorrentes
Fonte: Elaboracdo dos autores.
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Com origem nos dados apontados ha pouco, definimos alguns assuntos abordados em
determinados periodicos especializados de Matemaética Pura, visando a transposi¢do didatica
(Chevallard, 1991) correspondente, aproximando-os da realidade e da compreensdo dos
professores que atuam na Educacdo Bésica no Brasil.

Dentre os assuntos ou abordagens escolhidas, destacamos: (i) propriedades e
representacdo matricial de sequéncias recorrentes; (ii) descricdo do processo de extensdo para
indices no campo dos inteiros; (iii) descri¢do de fungdes relacionadas com a generalizacéo das
sequéncias; (iv) estudo de recorréncia n-dimensional; (v) introducdo de unidades imaginarias

I, j,k , duais, hiperbdlicas, etc; (vi) descricdo de representagdo com unidade hibridas ou

nameros hibridos; (v) decricdo do modelo computacional (2D/3D) e a visualizacdo do modelo
fratal relacionado com determinadas sequéncias numeéricas, com o emprego de softwares, tais
como: Cas Maple, GeoGebra, Maxima, etc.

N&o desenvolvermos maiores detalhes sobre os itens indicados acima e outras
informacdes podem ser consultadas em trabalhos derivados da cooperacdo cientifica Brasil x
Portugal (Alves & Vieira, 2020). Entretanto, merecem destaque determinadas propriedades e
definicbes matematicas introduzidas recentemente na literatura cientifica.

Por exemplo, no trabalho recente de Alves (2019a), deparamos um exame minucioso de
propriedades e a descricdo de novas defini¢bes relacionadas com a (SGO). Por exemplo, Alves

(2019) comenta a propriedade da extensdo ao campo dos inteiros da (SGO), dada por

O, = {n-(l/ 2"),n>0;-n-(2"),n < 0. Em seguida, o autor comenta o trabalho de Cook (2004)

que introduz uma nova nocdo de k-Sequéncia de Oresme, como uma generalizacdo da (SGO)

anterior. O autor introduziu a seguinte recorréncia que indicamos  por:
Oz = O —1/k?)-0,,,0,,=0;0,, =1/k, para todo k >2. (Cook, 2004).

As representagdes matriciais relacionadas com os numeros de Fibonacci e de Jacobshtal,
por exemplo, sdo consideravelmente ja discutidas na literatura cientifica e sdo caracterizadas
pelas matrizes de ordem 2x2, como indicamos a seguir. A determinacdo de poténcias dessas
matrizes permitem determinar qualquer nimero presente na sequéncia numérica, a depender da

ordem ou da poténcia da matriz escolhida (ver figura 3).
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T . 1 1 21 [7., 2-J ]
Mg = ! l] = Joi I l.nz=1 Mg = | = . "=l
|1 o] fo fus 1 0] J, 2-J,.]
2 1 17
Mg, =[3 110 0 1| =[Le,, Le, Le].n=1
-1 0 0]

Figura 3. Representa¢de matriciais relacionadas com as sequéncias de Jacobsthal, Fibonacci e
Leonardo.

A sequéncia de Leonardo foi recentemente introduzida na literatura cientifica por
pesquisadores porrtugueses (Catarino & Borges, 2020). Os autores definiram a seguinte relagéo
derecorréncia Le, =Le, ,+Le, ,+1,n>2,Le, =1 Le =1. Apartir desta relacéo de recorréncia
ndo homogénea avaliam o comportamento da expresséo Le,,, —Le, afim de verificar a relagdo
de recorréncia final que indicamos na tabela 2. Cabe observar que os autores portugueses nao
determinaram relacBes matriciais. Neste caso, podemos considerar a relacdo de extensdo ao
campo de indices inteiros, descrita pela recorréncia Le ,=-Le . ,+Le  ,—-1n<2.Vejamos

alguns exemplos numéricos na figura 4. Propriedades semelhante pode ser encontrada em outro

trabalho sobre a Sequéncia Generalizada de Oresme (Alves, 2019b).

Figura 4. Extensdo da sequéncia de Leonardo (Le) ao campo de indices inteiros

Por sua vez, cada vez mais, registramos a interface da Matematica com a tecnologia.
Desse modo, podemos mencionar alguns trabalhos que permitem visualizar determinadas
propriedades geométricas, via fractais, derivados diretamente de sequéncias recorrentes. Para

exemplificar, na figura 4, visualizamos alguns fractais 2D relacionados com sequéncias.
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Figura 5. Exemplos de fractais 2D relacionados com as sequéncias de Mersenne e de Leonardo.

Registramos em nossos trabalhos (Alves; Catarino & Mangueira, 2019; Alves & Vieira,
2020) uma abordagem que acentua a importancia da visualizacdo, mediante representacdes
fractais relacionadas com as sequéncias de Mersenne e de Leonardo. Na figura 5 exibimos
apenas exemplos de fractais 2D, possibilitadas por intermédio de recurso computacional. Na

figura 6, Barros et all (2020) discutem a reprensentacdo de nameros hibridos.
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Figura 6. Barros et all (2020) discutem representacdes de niimeros hibridos triangulas com o uso do
software GeoGebra.

Analises preliminares: estudo histérico — epistemoldgico das sequéncias recorrentes

A dimenssdo historica e epistemoldgica possui grande importancia para um estudo
amparado pelos pressupostos de uma Engenharia Didatica (Artigue, 1990). Em nosso caso,
podemos examinar todo um processo constitutivo evolutivo de determinadas sequéncias
numeéricas recorrentes, bastando examinar o progresso de trabalhos publicados sobre o assunto,
sobretudo ao decurso dos anos 60. (Gould, 1981; Stakov, 2009).
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Como temos registrado em nossos trabalhos, os componentes de Historia da Matematica
ndo podem se limitar em transmitir ao professor de Matematica fragmentos episodicos, que
desconsideram uma perspectiva epistemoldgica evolutiva de determinadas no¢Ges matematicas,
desde sua génese até o interesse atual, por parte de matematicos em todo o mundo. Respeitando
os limites de apresentacéo deste trabalho, podemos recordar o trabalho de Harman (1981) que
introduz a discussdo sobre a representacdo complexa dos numeros de Fibonacci. Como
decorréncia de sua abordagem, deparamos um método de introducdo de unidades imaginarias e
a relacdo de recorréncia bidimensional e tridimensional para Fibonacci. Maiores detalhes,
sugerimos ao leitor consultar Harman (1981).

De um ponto de vista historico evolutivo, podemos identificar alguns trabalhos que
envolvem a generalizacdo das ideias de Harman (1981). Como por exemplo, Iver (1961) que
introduziu, pela primeira vez, a no¢do de n-ésimo Quaternion de Fibonacci, como um nimero
Q,=f+f i+ f ,j+f .k, emque i, jk representam as unidades imaginarias e gozam das
propriedades. Na figura 7, Oliveira (2018) desenvolveu um exame do processo matematico,
epistemoldgico evolutivo a respeito da Sequéncia Generalizada de Fibonacci. Oliveira (2018)
constatou algumas tendéncias de estudos e publicacdes cientificas que adotam o modelo de
representacdes polinomiais, representaces complexas e por meio de hipercomplexos
(quaternions, octonions, sedénions, etc). (Oliveira & Alves, 2019).

De forma semelhante, podemos exemplificar alguns elementos de ordem histérica sobre
a sequéncia de Padovan ou de Coordonier (Shannon, A.G., Anderson, P.G. & Horadam, 2006).
Por outro lado, determinadas representacdes matriciais sao registradas em literatura cientifica
recente, o que confirma os tracos evolutivos e de generalizagdo matematica de um modelo de
recorréncia. Maiores detalhes, recomendamos consultar os trabalhos de Vieira & Alves (2019a;
2019Db) e de Vieira; Alves & Catarino (2019).
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Processo historico-evolutivo do Modelo de Complexificagao
da Sequéncia Generalizada de Fibonacci

Alves &
Catarino
(2016)

Alves &
Oliveira
(2017)

Jordan
(1965)

05 NOMEROS
GAUSSIANOS DE  Relagdes recorrentes uni, bl e tridimensionais
FIBONACCI

Figura 7. Oliveira (2018) discute um processo epistémico-matematico evolutivo da Sequéncia
Generalizada de Fibonacci (SGF)

Nosso ultimo exemplo refere-se ao cenario cultural da Matematica indiana. De modo
geral, a matematica indiana costuma ndo possuir espaco representativo de discussao nos
compéndios especializados de Historia da Matematica adotados no Brasil (Alves, 2019b; 2020).
Por outro lado, recordamos o problema do nascimento de novelhos, por intermédio de uma
descri¢do de sequéncia recorrente e que, de certa forma, corresponde ao problema correlato do

nascimento de coellhos popularizado por Leonardo Pisano.
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Em um outro contexto histérico e cultural, depara a sequéncia de Narayanna, que
indicamos pela recorréncia na tabela 2. Varios indicios apontam que determinadas idéais
matematicas conhecidas pelos indianos foram resgadas muito tempo depois, no século X111, por
exemplo, por Leonardo Pisano (Sridharan, R. ; Sridharan; R. & Srinivas, 2015; Singh, 1985).
Dentre eles, assinalamos a contribuicdo do matematico indiano Narayanna Pandita (1325 —
1400)Antes de finalizarmos a se¢do, podemos registrar que o trabalho do matematico francés
Francois Olivier Raoul Perrin (1841 — 1910) foi o responsavel pela introducdo das ideais
relacionadas com a sequéncia que recebeu seu nome (ver tabela 1). No trabalho de Yilmaz &
Taskara (2013) encontramos a descricdo de relacdes recorrentes matriciais. Neste sentido,
podemos identificar uma tendéncia semelhante investigada por outros matematicos e encontrada
em publicac6es de periddicos, o que confirma um ininterrupto processo matematico evolutivo
que, quando demarcamos com o origem da contribuicao de Fibonacci, se revela, até nossos dias,

preservando o interesse vigoroso na pesquisa.

Analise a priori: concepcao e descri¢do de um recurso para a formacao de professores de
Matematica no Brasil

Nas secOes predecessoras indicamos alguns elementos assumidos pelo nosso design de
investigacdo em desenvolvimento no Brasil e com representativa influéncia da pesquisa
desenvolvida em Portugal, por matematicos profissionais. Na presente se¢do, acentuaremos 0s
principios de ordem metodoldgica e que favorecem e permitem aproximar, divulgar e repercutir
uma cultura matematica sobre o conjunto das sequéncias que indicamos no quadro 1.
Assumimos em ambas 0s pressupostos da Teoria das SituacGes Didaticas (Tempier, 2016)
empregada para a formacéo de professores (Alves & Catarino, 2019).

Situacdo Didatica 1: No trabalho de Yilmaz & Taskara (2013) deparamos a introducéo,
pela primeira vez, da relagéo recorrente de Padovan ou de Coordonier, em sua forma matriciai.

Os autores definem, a partir da relagéo ¢, ., =¢,.,+,, € 0S seguintes termos iniciais (ver

figura 8):
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Figura 8. Yilmaz & Taskara (2013) descrevem elementos de uma sequéncia matricial recorrente
Com origem na formulag&o acima, determinar os elementos do tipo ¢_,, com n>0 e
relaciona-los com as inversas das matrizes acima e a determinagéo dos elementos C .

Situacdo Didatica 2: Gould (1981) descreve um cenério de interesse pela pesquisa
envolvendo emprego de métodos da Algebra Linear visando a generalizagio de determinadas
noc¢oes atinentes ao conceito de sequéncia recorrente. Nesse sentido, Gould (1981) recorda que

a formula dada por Robert Simson em 1753, denominada identidade de Giovanni Domenico
Cassini (1625 — 1712), pode ser indicada por f . f ,—f?=(-1)". Com origem nas

representacfes matriciais abaixo, mostre formula semelhantes para as sequéncias de Oresme,

Mersenne e de Jacobsthal (Ver figura 9).

2.0, /20 2M, M J, 2]

= ],n‘::l

‘”O}?:w 9 [y ?‘I'_lk;:@m: A, 1 "If,&:ssﬁzim' 9
H'OR _(1 a)'OH_'_ a'.allfﬂ .allfm_ JH .H'JH_'.

Figura 9. Representa¢des matriciais derivadas das sequéncias de Oresme, Mersenne e Jacobsthal

Na secdo subsequente indicaremos alguns resultados e exemplos de dados coligidos a
partir da aplicacdo e intervencdo em sala de aula, visando a mobiliza¢do de conhecimentos dos

professores atinentes aos conteudos de sequéncias recorrentes.

Analise a posteriori: alguns exemplos e resultados
Na presente secdo indicaremos alguns resultados que representam um actmulo

conhecimentos e a disseminacdo necessaria de uma cultura matematica sobre a nocao de
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sequéncia recorrente. Assumimos procedimentos de investigagdo semelhante ao de Tempier
(2016) na implementac&o de situacdes didaticas com os professores e, segundo cada dissertacéo
analisada, acentuaremos os elementos mais representativos. Nao obstante, sobre as diculdades
manifestas no itinerario de proposicao de situacdes didaticas para professores, Tempier (2016)
adverte que:

As discussdes com o0s professores mostram primeiro que os professores
tém dificuldades em escolher nimeros possiveis (apenas um exemplo é
fornecido no recurso). Alguns professores relataram ter dificuldade em
implementar essa tarefa porque tinham medo de nao encontrar nUmeros
adequados. Na verdade, observei erros em uma das sele¢des possiveis
de professores, o que impedia que ele colocasse em pratica o
conhecimento almejado. Essa complexidade revela que essa situagdo
ndo é facilmente utilizavel, o que leva os professores a seguir 'passo a
passo’ 0 que é proposto no recurso. (Tempier, 2016, p. 269).

Nas figuras 10 e 11 apresentamos a atividade de professores no estudo das (SGL) e (SGJ)
e a descricéo de sua representacdo polinémial, como apreciamos em Guedes (2020). Na figura
10 os professores em formacao descobrem propriedades derivadas de representagdes matriciais
derivadas da sequéncia de Jacobsthal. Diferentemente do estudo de Tempier (2016), que
considerou um conjunto de professores experientes (experts), em nosso caso, consideramos
amostras de professores inexperientes, tomados como amostra dos trabalhos que indicamos na
tabela 1.

dil=h ] [y i
UL Ol ]
]

e
oA L [l L
fa (117

B tawiadin

| | ." 'L.‘h

g
N |!'{"|"|‘“| —
] X a{yhh
)N “"—P'
e Y O
TR USSP (LS
e Y=

Figura 10. No estudo de Guedes (2020) deparamos a atividade de professores relacionadas com a
Sequéncia Generalizada de Lucas em sua forma polinomial
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Figura 11. No estudo de Souza (2020) os professores desenvolveram e descobriram propriedades

matriciais relacionadas com a Sequéncia de Jacobsthal
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Figura 12. Vieira (2020) descreve um itinerdrio matematico e evolutivo relacionado com a sequéncia
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Para concluir, na figura 12, visualizamos um fluxograma que revela um paulatino e
dindmico processo de contribuicdo e construcdo do saber cientifico e matematico em termos da
sequéncia de Padovan, a sequencia correlata com a sequéncia de Fibonacci, todavia,

desconsiderada pelos autores de compéndios de Historia da Matematica.

Considerac0es finais e futuras investigagdes

Nas secOes predessoras apresentamos alguns dados e contribui¢des envolvendo uma
amostra de trabalhos e dissertacdes de mestrado, cujas pesquisas desenvolvidas no Brasil, no
contexto da formacao inicial e continuada de professores, apresenta forte influéncia da pesquisa
e das contribuicdes de matematicos pesquisadores portugueses. (Vieira, Alves & Machado,
2020).

Dessa forma, amparada nos pressupostos de uma Engenharia Didatica de Formacéo e,
mediante a concepcao de situacOes didaticas (Brousseau, 1997), apresentamos alguns dados e
exemplos obtidos por intermédio de um exame de trabalhos e projetos desenvolvidos no periodo
de 2015 — 2020. Cabe assinar os projetos em desenvolvimento e que devem ser finalizados no
periodo 2020 — 2022. Observamos as seguintes tematicas em desenvolvimento no Brasil:
Engenharia Didatica de Formacao sobre a Sequéncia de Coordonier ou Padovan, Engenharia
Didatica de Formacdo sobre a nocdo de Numeros Figurais n-dimesionais e 0 processo de
hibridizacdo de sequéncias recorrentes (Barros et all, 2020; Ozdemir, 2018).

Observamos, por sua vez, que a nogao de situacdo didatica, na perpectiva de Brousseau
(1997) possibilitou a concepcdo de um roteiro de intervencdo, em sala de aula, e um exame da
concepcdes dos professores, na medida em que, ocorriam as devidas interagdes com o material
proposto para a investigacao, tendo em vista a adogéo da Teoria das Situacdes.

Como temos acentuados em nossos trabalhos, para a aquisi¢cdo de um entendimento
sobre o carater evolutivo e ndo estatico do conhecimento matematico, os professores necessitam
de exemplo, préaticos, concretos e efetivos, que representam as ideias matematicas desde sua
etapa de génese das defini¢Oes e a constatacdo do interesse atual e a vigorosa pesquisa sobre o
assunto. Sem tal recorte tanto no passado, bem como seu progresso atual, os professores
adquirem uma visdo estanque e apartada da Matematica, como um conjunto de episddios que
ocorreram séculos e séculos atras e adquirem um viés de curiosidade, em detrimento da
aquisicdo de um robusto repertorio de conhecimentos relacionados ao carater histérico,

epistemoldgico e, de modo inexoravel, de carater matematico (Alves & Catarino, 2019).
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Figura 13. Alves, Catarino & Vieira (2020) discutem representagdes computacionai 3D relacionadas
com a sequéncia de Leonardo

No que concerne aos estudos futuros, a partir do acompanhamento da pesquisa em
Matematica por parte dos pesquisadores portugueses, buscaremos identificar os vestigios de
especializacdo e generalizacdo de eventuais sequéncias numéricas ndo mencionadas no presente
estudo, com eventual repercussdo de abordagem tecnoldgica e representacbes computacionais
(ver figural3). Ademais, tendo em vista da importancia e um conhecimento aprofundado sobre
a nogédo abstata de nimero e seu processo evolutivo (Alves & Alves Dias, 2018), buscaremos
descrever o processo de hibridizacao desssas sequéncias, com o uso da nog¢éo de numero hibrido
(Ozdemir, 2018).
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