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Resumen

Se explica la evolucién de una agenda de investigacion que se inicié con el articulo “Obijetos,
practicas y ostensivos asociados. El caso de la cisoide”, publicado el 2001, donde se pretendia
mostrar la ingenuidad del punto de vista que consideraba a las representaciones ostensivas de
los objetos matematicos simplemente como diferentes significantes de objetos a-histéricos y
también se ponia énfasis en la importancia que tenia, para la Didactica de la Matematicas,
problematizar la vision platonica sobre los objetos matematicos. Para ello, se tom6 como
contexto de reflexidn la evolucion de las diferentes representaciones de la cisoide. El objetivo
del articulo tenia aspectos en comdn con los principios asumidos por el Enfoque Ontosemidtico,
por esta razon, el primer autor se fue interesando en la agenda de investigacién que proponia
dicho enfoque, en particular en como conceptualizar, desde una perspectiva pragmatista, el
papel de las representaciones, y participd activamente en dar una respuesta, que no fuese
platonica, a una de las preguntas que ha sido el motor de desarrollo del Enfoque Ontosemiético:
¢qué es un objeto matematico y cudl es su significado en una determinada institucion? La
respuesta a esta pregunta iba de la mano con otro aspecto: la importancia para la Didactica de la
Matematicas de tener en cuenta la complejidad de los objetos matematicos, lo cual llevé a los
tres autores de este trabajo a investigar sobre la complejidad de diferentes objetos matematicos,
asi como sobre la comprension que tienen los estudiantes de dicha complejidad. En este articulo,
ademas de explicar el camino recorrido que se acaba de comentar, se explica como se ha
incorporado la idea de “tener en cuenta la complejidad del objeto matematico a ensefiar” en
algunas experiencias de formacion de profesores, donde han participado los autores.

Palabras clave: Objeto Matematico. Complejidad del Objeto Matematico. Idoneidad Didactica.
Enfoque Ontosemiotico.
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Uma evolucao da visdo sobre a complexidade dos objetos matematicos

Resumo

Explica-se a evolucdo de um processo de pesquisa iniciado com o artigo "Objetos, praticas
ostensivas associadas. O caso do cissoide”, publicado em 2001, pretendia-se mostrar a
ingenuidade do ponto de vista que considerava as representacGes ostensivas de objetos
matematicos simplesmente como diferentes significantes de objetos a-historicos, além de
enfatizar a importancia que eles tinham, para a Didatica da Matematica, de problematizar a visao
platénica de objetos matematicos. Para isso, tomou-se como contexto de reflexdo, a evolugao
das diferentes representacdes do cissoide, cujo objetivo apresentava aspectos em comum com
0s principios assumidos pela Abordagem Ontossemioética. Por essa razdo, o primeiro autor foi
interessando-se no processo de pesquisa que propunha dita abordagem, em particular em como
conceituar, a partir de uma perspectiva pragmatista, o papel das representacées, e participou
ativamente em dar uma resposta, que nao fosse platénica, a uma das perguntas que foi o motor
de desenvolvimento da Abordagem Ontossemiética: o que é um objeto matematico e qual o seu
significado em uma determinada instituicdo? A resposta a esta pergunta vai ao encontro de outro
aspecto: a importancia para a Didatica da Matematica de se ter em conta a complexidade dos
objetos matematicos, o qual levou aos trés autores de este trabalho a investigar sobre a
complexidade de diferentes objetos matematicos, assim como sobre a compreensdo de dita
complexidade apresentadas pelos estudantes e professores. Neste artigo, além de mostrar o
caminho percorrido que se acaba de comentar, explica-se como se incorporou a ideia de “ter em
conta a complexidade do objeto matematico a ensinar” em algumas experiéncias de formacao
de professores, onde participaram os trés autores.

Palavras-chave: Objeto Matematico. Complexidade do Objeto Matematico. Adequacdo
didatica. Abordagem Ontosemiotica.

An evolution of the point of view on the complexity of mathematical objects

Abstract
This work explains the evolution of a research agenda that began with the article “Objects,
practices and associated ostensive. The cissoids case”, published in 2001, which was intended
to show the ingenuity of the view that regarded the ostensive representations of mathematical
objects simply as different signifiers of objects ahistorical and emphasis is also placed on the
importance he had, for the Didactics of Mathematics, problematize the Platonic vision of
mathematical objects. For this, the evolution of the different representations of the cissoid was
taken as a context of reflection. The objective of the article had aspects in common with the
principles assumed by the Ontosemiotic Approach, for this reason, the first author became
interested in the research agenda that said approach proposed, particularly in how to
conceptualize, from a pragmatist perspective, the role of the representations, and actively
participated in giving a non-Platonic answer to one of the questions that has been the driving
force behind the development of the Ontosemiotic Approach: what is a mathematical object and
what is its meaning in a particular institution? The answer to this question is going to meet
another aspect: the importance for didactics of mathematics to take into account the complexity
of mathematical objects, which led to the three authors of this work to investigate the complexity
of different mathematical objects, as well how about the understanding of this complexity
presented by students and teachers. In this article, in addition to showing what has just been
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said, it explains how the idea of “taking into account the complexity of the mathematical object
to be taught” was incorporated in some teacher training experiences, where the three authors
participated.

Keywords: Mathematical Object. Complexity of the Mathematical Object. Didactic suitability.
Ontosemiotic Approach.

Introduccion

En su conferencia plenaria de apertura en el PME-42, en el afio de 2018, Mogens Niss
caracterizd el articulo de la revista de educacion matemaética ideal y, en contraste con él, hizo
un llamamiento a la comunidad de educacion matematica sobre la importancia de publicar, entre
otros, documentos no empiricos que se centran en un tema, en comparar 0 vincular marcos
tedricos, o en presentar y analizar métodos (Niss, 2018). En la misma conferencia plenaria, Niss
recordd la distincion de Arcavi (2000) entre investigacion dirigida por problemas e
investigacion tedrica en educacion matematica. Siguiendo la sugerencia de Niss, este articulo es
un documento que se aleja del informe de investigacion tipico (o ideal) ya que estamos
informando sobre nosotros mismos, los autores, en particular de la evolucion de la mirada sobre
la complejidad de los objetos matematicos del primer autor del articulo y de su impacto en el
grupo de investigacion que coordina, del cual forman parte los otros dos autores; ya que se trata
de una narrativa de una evolucion de la mirada sobre la complejidad de los objetos matematicos,
y de cdmo ésta ha incidido en las investigaciones de los autores, en especial sobre las que estan
relacionadas con la formacion de profesores. Este tipo de articulo, que abarca un recorrido sobre
un amplio periodo, nos parecid especialmente adecuado para esta edicion de la revista
Paradigma, que publica un nimero especial conmemorando sus 40 afios de vida.

El punto de partida de la evolucion que se narra se inicia con la participacion del primer
autor de este articulo en la elaboracién del articulo Objetos, practicas y ostensivos asociados.
El caso de la cisoide, conjuntamente con Rosa Peraire, publicado el afio 2001 en la revista
Educacion Matemética (Font y Peraire, 2001). El objetivo de dicho articulo era mostrar la
ingenuidad del punto de vista que consideraba a las representaciones ostensivas de los objetos
matematicos simplemente como diferentes significantes de objetos a-historicos, puesto que sus
repercusiones didacticas tendian a minusvalorar la importancia de las diferentes
representaciones ostensivas y las traducciones entre ellas en la produccién de sentido. Para
conseguir este objetivo, se realiz6 una investigacion que puso el foco en la evolucion histérica

de las diferentes representaciones ostensivas de los objetos matematicos y se tomo el caso de la
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cisoide como contexto de reflexion. De este objeto matematico, se estudié la aparicion de sus
diferentes formas de representacion, las traducciones entre ellas, y los diferentes programas de
investigacion en los que éstas se enmarcaban.

En este articulo, después de esta introduccidn, hay una segunda seccién donde se explica
el contexto académico y conceptual en el que se desarrolld la investigacion que se describe en
el articulo de la cisoide, asi como el interés y relevancia del tema en ese entonces. En la siguiente
seccion se explica la evolucion —y adopcion de nuevas perspectivas en el marco del Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematicos (EOS) (Godino, Batanero y Font,
2007; 2019) — de la problemaética iniciada en el articulo sobre la cisoide. En la cuarta seccion se
explica la relacion del contenido del articulo sobre la cisoide con el trabajo actual de los tres
autores de este articulo.

La metodologia usada tiene aspectos de las siguientes metodologias: 1) narrativa (una
mirada a una historia de uno mismo), 2) autoetnografia (una mirada a si mismo dentro de un
contexto mas amplio) y autoestudio (una mirada a uno mismo en accion, generalmente dentro
de contextos educativos) (Hamilton, Smith & Worthington, 2008), en las que se privilegia el

yo/nosotros.

Contexto en el que se desarrolld la investigacion sobre la cisoide. interés y relevancia de
la problemética abordada

Cuando se escribid este articulo sobre la cisoide, los dos autores estabamos interesados,
por una parte, en ampliar la investigacion sobre las diferentes representaciones de un objeto
matematico con analisis histéricos y no limitarla, solamente, a investigaciones cognitivas sobre
el efecto que producen las diferentes representaciones sobre la comprension que genera el
alumnoy, por otra parte, en focalizar la investigacion sobre la complejidad asociada a los objetos
matematicos.

En el afio 2001 nos interesaba ilustrar, utilizando como contexto de reflexion el caso de
la cisoide, la complejidad de las relaciones que se establecen entre un objeto matematico, sus
ostensivos asociados, las técnicas que permiten manipular estos ostensivos y las situaciones en
las que se usa el objeto (juntamente a sus ostensivos y técnicas asociadas) para organizar

fenémenos.
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En el afio 2001 nos interesaba generar una linea de investigacion, sobre el papel de las
diferentes representaciones de los objetos matematicas en la ensefianza de las matematicas, de
tipo pragmatista que fuese una alternativa a la investigacion de tipo cognitivo sobre las
representaciones, que era la dominante entonces. En aquella época, las investigaciones en
didactica de las mateméticas de tipo cognitivo entendian la comprension de un objeto
matematico, basicamente, en términos de integracion de representaciones mentales, junto con
las relaciones funcionales entre ellas. Esta integracion es la que aseguraba la competencia en el
uso de las representaciones externas asociadas al objeto matematico. Desde esta perspectiva, un
objetivo central en la ensefanza de las matematicas consistia en conseguir que “los estudiantes
sean capaces de pasar desde una representacion a otra sin caer en contradicciones” (Hitt, 1998,
p. 124). Este objetivo era asumido por muchos investigadores en la Didactica de las
Matematicas y lo podiamos encontrar formulado en términos parecidos, tanto para la ensefianza
como para el aprendizaje, en muchas publicaciones. Por ejemplo, con relacion al aprendizaje,
en Duval (2002, p. 318) se decia: “La conversion de representaciones es un problema crucial en
el aprendizaje de las matematicas”. Para las investigaciones de tipo cognitivo la dualidad
interno/externo era una nocion clave y las representaciones cognitivas internas (o mentales) se
introducian como una herramienta tedrica para caracterizar las cogniciones complejas que
podian construir los estudiantes sobre las representaciones externas. Las representaciones
internas no se podian observar directamente, sino que eran inferidas a partir de conductas
observables sobre las representaciones externas.

En cambio, los autores del articulo sobre la cisoide estdbamos interesado en el desarrollo
de una linea de investigacién en la Didactica de las Matematicas sobre las representaciones de
los objetos matematicos de tipo pragmatista, que también daba mucha importancia al uso de
diferentes representaciones, aunque las razones para ello eran diferentes a las que daban las
investigaciones de tipo cognitivo. Mientras que en las segundas las representaciones se
analizaban basicamente desde la perspectiva representacional (algo por algo), en las primeras
primaba el aspecto instrumental (lo que se podia hacer con la representacion). EIl valor
representacional lleva a entender la representacion de una manera elemental o unitaria “algo”
por “algo”. En cambio, el valor instrumental lleva a entender la representacion de una manera
sistemica, como el detonante de un sistema complejo de précticas que dicha representacion

permite realizar (otra representacion diferente permitiria otro tipo de préacticas).
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Evolucion y adopcion de nuevas perspectivas en el marco del EOS de la problematica
iniciada en el articulo sobre la cisoide

En el articulo sobre la cisoide del 2001 no habia ninguna referencia a investigaciones
realizadas usando como marco teorico el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicidn e Instruccion
Matematicos, pero el objetivo del articulo tenia muchos aspectos en comun con los principios
asumidos por este enfoque. Por esta razén, el primer autor de este articulo se fue interesando en
la agenda de investigacion que proponia dicho enfoque, en particular en como se
conceptualizaba el papel de las representaciones en el EOS, lo cual le llev6 a colaborar en los
siguientes articulos sobre las representaciones desde la perspectiva del EOS: Font, Godino y
D’Amore (2007 y 2010) y Godino y Font (2010). En estos articulos se afronta uno de los
aspectos clave que plantea el uso de las representaciones: la naturaleza y la diversidad de los
objetos que desempefian el papel de representacion y de los objetos representados. En estos
articulos se muestra como la nocion de funcion semidtica y la ontologia matematica elaborada
por el EOS nos permiten dar una respuesta de tipo pragmatista a esta cuestion. En particular,
nos permiten afrontar la siguiente problematica: 1) La naturaleza de los objetos que intervienen
en las representaciones, 2) La distincién entre representaciones internas y externas. 3) El
problema de la representacion del elemento genérico. 4) El papel que desempefian las
representaciones de un mismo objeto en su emergencia y 5) Procesos de comprensién y su
relacién con la traduccidn entre diferentes representaciones.

Otro aspecto que estaba presente, de manera incipiente, es este articulo sobre la cisoide
era la importancia para la Didactica de la Matematicas de problematizar la vision platénica sobre
los objetos matematicos. El punto de vista platonico sobre las representaciones ostensivas de los
objetos matematicos considera que éstas son secundarias y relativamente neutras, ya que se
consideran como diferentes significantes de objetos matematicos a-histéricos. El efecto que
producen las diferentes representaciones ostensivas en la produccion de sentido es un tema que
no preocupa en demasia a la concepcion platonica, ya que este posible efecto corresponde al
contexto de descubrimiento y no al contexto de justificacion. La problematizacion del punto de
vista platonico iba de la mano con otro aspecto que también estaba presente, de manera

incipiente, es este articulo sobre la cisoide: la importancia para la Didactica de la Matematicas

112 Revista Paradigma (Edicion Cuadragésimo Aniversario: 1980-2020), Vol. XLI, junio de 2020/ 107 — 129



Una evolucion de la mirada sobre la complejidad de los objetos matematicos ...

de tener en cuenta la complejidad de los objetos matematicos, entendida como pluralidad de
significados.

El hecho de que el EOS fuese uno de los marcos tedricos que mas se habia interesado en
reflexionar sobre la complejidad de los objetos matematicos y en buscar una explicacion de
coémo éstos emergen en el aula que no fuese de tipo platonico, llevo al primer autor del articulo
sobre la cisoide a reflexionar sobre estos aspectos utilizando como marco teorico el EOS. En
concreto, participé activamente en dar una respuesta a una de las preguntas que ha sido el motor
de desarrollo del EOS: (Qué es un objeto matematico y cual es su significado en una

determinada institucion? (Godino, Batanero y Font, 2019).

La emergencia de los objetos matematicos en el EOS

En Font, Godino y Gallardo (2013) se da una respuesta a la pregunta anterior en la que
la nocién de complejidad del objeto matematico y la de articulacién de los componentes de dicha
complejidad juegan un papel esencial. Estos autores consideran que el camino por el cual los
objetos matematicos emergen a partir de las practicas es complejo y deben ser distinguidos, al
menos, dos niveles de emergencia. En un primer nivel, emergen representaciones, definiciones,
proposiciones, procedimientos, problemas y argumentos (llamados objetos primarios en el
EOS), que se organizan en configuraciones Ilamadas epistémicas. Con relacion a la naturaleza
de dichos objetos primarios, en el EOS, en consonancia con la filosofia de la matematica de
Wittgenstein (1978), se considera que el tipo de existencia de las definiciones, proposiciones y
procedimientos es el que tienen las reglas convencionales. Desde este punto de vista, los
enunciados matematicos son reglas (gramaticales) para el uso de cierto tipo de signos porque de
hecho se usan como reglas. No describen propiedades de objetos matematicos con algun tipo de
existencia independiente de las personas que quieren conocerlos y del lenguaje que se usa para
conocerlos, aungue lo pueda parecer.

Para explicar como emergen los objetos primarios se usa la metafora subir una escalera
para resaltar que la practica matematica se puede considerar como subir una escalera, donde el
escalén en el que nos apoyamos para realizar la practica es una configuracion de objetos
primarios ya conocida, mientras que el escalon superior al que accedemos, como resultado de

la practica realizada, es una nueva configuracion de objetos primarios en la que alguno (o
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algunos) de dichos objetos no era conocido antes. Los nuevos objetos primarios aparecen como
resultado de la practica matematica y se convierten en objetos primarios institucionales gracias,
entre otros procesos, a procesos de institucionalizacion.

Si bien es cierto que en el EOS se adopta un punto de vista convencionalista sobre la
naturaleza de los objetos matematicos, no se ignora que implicitamente se esta sugiriendo en los
procesos de ensefianza, explicita o implicitamente, una vision descriptiva/realista de las
matematicas. Para poder explicar como se genera dicha vision es necesario considerar un
segundo nivel de emergencia, en el cual emerge un objeto matematico (por ejemplo, el objeto
funcion), que es considerado como un objeto que se representa por diferentes representaciones,
que puede tener varias definiciones equivalentes, que tiene propiedades, etc. Esta segunda
emergencia es el resultado de diferentes factores. Los principales son los siguientes:

1) La objetividad de las matematicas. En las matematicas escolares se realiza un discurso
sobre las matemaéticas que, de manera explicita o implicita, envia a los alumnos el mensaje de
que las matematicas es una ciencia cierta, verdadera, objetiva, etc. Es habitual en el discurso
escolar explicar la objetividad de las matematicas, explicita o implicitamente, sugiriendo que,
si bien las matematicas son el resultado de la actividad de resolucion de problemas de las
diferentes sociedades humanas, su verdad, objetividad, etc., no depende de las personas que las
han desarrollado.

2) El éxito predictivo de las ciencias que usan las matematicas. Este éxito se utiliza, de
manera explicita o implicita, como argumento para avalar la existencia de los objetos
matematicos. Con este argumento se esta potenciando, sobre todo, el realismo ontolégico.

3) Simplicidad, intencionalidad y reificacion. En la vida cotidiana es Gtil suponer que las
diferentes experiencias que se tienen de un objeto, por ejemplo, una silla, se deben a que existe
un objeto silla que es la causa de dichas experiencias. De la misma manera, resulta muy comodo
considerar que existe un objeto matematico que es representado por diferentes representaciones,
que se puede definir por varias definiciones equivalentes, que tiene propiedades, etc.

4) La metafora del objeto en el discurso del profesor. Tal como se explica en Font,
Godino, Planas y Acevedo (2010), en el EOS se considera que la metafora objeto juega un papel
relevante para considerar a los objetos matematicos como objetos con un cierto tipo de
existencia. Se trata de una metafora conceptual que tiene sus origenes en nuestras experiencias

con los objetos fisicos y permite la interpretacion de los eventos, actividades, emociones, ideas...

114  Revista Paradigma (Edicion Cuadragésimo Aniversario: 1980-2020), Vol. XLI, junio de 2020/ 107 — 129



Una evolucion de la mirada sobre la complejidad de los objetos matematicos ...

como si fueran entidades reales con propiedades. La metafora objeto estd siempre presente en
el discurso de los profesores, porque en él las entidades matematicas se presentan como objetos
con propiedades. En el discurso matematico es habitual el uso de determinadas expresiones
metaforicas de esta metafora conceptual que sugieren que los objetos matematicos no son
construidos, sino que son objetos preexistentes descubiertos; nos referimos a palabras del tipo
describir, hallar, encontrar, buscar, etc.

5) Diferenciacion entre ostensivos y no ostensivos. Tal como se argumenta en Font,
Godino, Planas y Acevedo (2010), en el discurso matematico, es posible: a) hablar de un
ostensivo que representa un no ostensivo que no existe (por ejemplo, podemos decir que f '(a)
no existe debido a que el grafico de f(x) tiene una forma puntiaguda en x = a), y b) la
diferenciacion del objeto matematico de sus representaciones. Ambos aspectos llevan a los
estudiantes a interpretar los objetos matematicos como diferentes de sus representaciones
ostensivas. Este tipo de discurso que producimos dentro de la clase de matematicas nos lleva a
inferir la existencia del objeto como algo independiente de su representacion.

Estos cinco factores, entre otros, generan en el aula, implicita o explicitamente, la vision
descriptiva-realista de las matematicas que considera: 1) que las proposiciones matematicas
describen propiedades de objetos matematicos y 2) que dichos objetos tienen algun tipo de
existencia independiente de las personas que los conocen y del lenguaje que se usa para
conocerlos. Dicha vision resulta dificil de evitar ya que las razones que llevan a generarla estan
actuando constantemente y de manera muy sutil. Mas que una posicion filosofica asumida
conscientemente, se trata de una forma de entender los objetos matematicos que esta presente
de manera implicita.

Segun el EOS, el objeto matematico derivada (por ejemplo) hay que situarlo en el
segundo nivel de emergencia de objetos considerado en este enfoque. Se trata de la emergencia
de una referencia global asociada a diferentes configuraciones de objetos primarios, las cuales
permiten realizar practicas matematicas en diferentes contextos —en los cuales, por ejemplo, la
derivada se ha interpretado como limite, como pendiente de la recta tangente o como velocidad
instantanea, ademas como un operador que transforma una funcién en otra—, lo cual lleva a
entender que la derivada se puede definir de diversas formas, representar de formas diferentes,
etc. El resultado, segun el EQS, es que se considera que hay un objeto, llamado derivada, que
juega el papel de referencia global de todas las configuraciones de objetos primarios. Ahora
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bien, dicha referencia global, en la actividad matematica, se concreta en una configuracion de
objetos primarios determinada. Por tanto, lo que se puede hacer con este objeto de segundo nivel
estd determinado por esta configuracion. En el EOS, el objeto que juega el papel de referencia
global se puede considerar como unico por razones de simplicidad y, a la vez, como multiple ya
que, metaféricamente, se puede decir que estalla en una multiplicidad de objetos primarios
agrupados en diversas configuraciones.

La mirada sobre la complejidad de los objetos matematicos que tiene el EOS permite
reformular la vision ingenua de que hay un mismo objeto matematico con diferentes
representaciones. Lo que hay es un sistema complejo de practicas, que permiten resolver
problemas, en las cuales el objeto matematico (secundario) no aparece directamente, aquello
que si aparece son representaciones del objeto (secundario), diferentes definiciones,
proposiciones y propiedades del objeto, procedimientos y técnicas que se aplican al objeto y
argumentos sobre el objeto matematico (configuraciones epistémicas de objetos primarios en
términos del EOS). Dicho de otro modo, a lo largo de la historia se han ido generando diferentes
configuraciones epistémicas de objetos primarios para el estudio del objeto matematico

(secundario), algunas de las cuales han servido para generalizar a las preexistentes.

Relacion de la evolucién de la mirada sobre la complejidad de los objetos
matematicos con la agenda actual de investigacion de los autores

En esta seccion explicamos la relacion de la evolucion de la mirada sobre la complejidad
de los objetos matematicos con las investigaciones actuales de los autores. En concreto se
explican las investigaciones realizadas sobre la complejidad de diferentes objetos matematicos,
en particular la derivada y la antiderivada, asi como la comprension que tienen los estudiantes
de dicha complejidad. También se explica como se ha incorporado el componente
representatividad de la complejidad del objeto matematico a ensefiar en el criterio de idoneidad
epistémica, uno de los criterios de idoneidad didactica propuestos por el EOS para valorar un
proceso de instruccion, y algunas experiencias de formacion de profesores, donde han

participado los autores, en las que se ha ensefiado el uso de dicho componente.

Investigaciones sobre la complejidad de diferentes objetos matematicos
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El primer autor de este articulo participd en diferentes investigaciones para profundizar
en la complejidad de diferentes objetos matematicos: ndmeros naturales (Godino, Font,
Wilhelmi y Arrieche, 2009), media aritmética (Rondero y Font, 2015), limite (Contreras, Garcia
y Font, 2012), Optimizacion (Balcaza, Contreras y Font, 2017) y colaboro, con la tercera autora,
para caracterizar la complejidad del Teorema de Thales (Font, Breda y Seckel, 2017) y, con el
segundo, para caracterizar la complejidad de la derivada (Pino-Fan, Castro, Godino y Font,
2013; Pino-Fan, Godino y Font, 2011) y de la antiderivada (Gordillo, Pino-Fan, Font y Ponce-
Campuzano, 2018); asi como la comprension que tienen los estudiantes de dicha complejidad,
con el segundo y tercer autor (Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios y Breda, 2018; Pino-Fan, Godino
y Font, 2018). A su vez, la tercera autora, profundizé en la complejidad de las inecuaciones
(Monje, Seckel y Breda, 2018) y el segundo autor en la antiderivada (Gordillo y Pino-Fan,
2016).

Para el objeto matematico derivada, Pino, Godino y Font (2011) caracterizan su
complejidad mediante nueve configuraciones de objetos primarios: 1) tangente en la matematica
griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4)
concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas de limite para el
calculo de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales en el calculo de tangentes; 7) clculo
de fluxiones; 8) calculo de diferencias; y 9) derivada como limite. En Pino, Castro, Godino y
Font (2013) se utilizan estas nueve configuraciones para la reconstruccion del significado global
de la derivada, el cual es utilizado para valorar la representatividad del significado pretendido
en el curriculo de Bachillerato de México (a partir de las configuraciones de objetos primarios
activadas en las practicas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros
de texto de dicho nivel).

La caracterizacion de la complejidad de la derivada realizada en Pino-Fan, Godino y
Font (2011) facilita tener elementos para disefiar cuestionarios que permiten caracterizar la
comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en servicio sobre la derivada.
En Pino-Fan, Godino y Font (2018), se disefidé un cuestionario para determinar la comprension
de futuros profesores sobre la derivada en el que se incluyeron tareas que activan los diversos
significados parciales de la derivada caracterizados en Pino-Fan, Godino y Font (2011).

En Gordillo y Pino-Fan (2016) la complejidad de la antiderivada se caracteriza mediante

cuatro configuraciones de objetos primarios relacionadas con cuatro problemas fundamentales:
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a) el problema geométrico de las tangentes de una curva y la cuadratura de la misma; b) el
problema de la relacion fluxiones - fluentes; c) el problema sobre la relacion de los diferenciales
y las sumatorias; y d) el problema de la identificacion de funciones elementales. La
caracterizacion de dicha complejidad permite tener elementos para disefiar cuestionarios que
permiten caracterizar la comprension de los estudiantes, futuros profesores o profesores en
servicio sobre la antiderivada. En Gordillo, Pino-Fan, Font y Ponce (2018) y en Pino-Fan, Font,
Gordillo, Larios y Breda (2018), se disefié un cuestionario para determinar la comprension de
los estudiantes universitarios sobre la antiderivada en el que se incluyeron tareas que activan los
diversos significados parciales de la antiderivada caracterizados en Gordillo y Pino (2016).

En estas investigaciones se llegd a la conclusion de que los profesores debian tener en
cuenta la complejidad de los objetos matematicos que ensefiaban para conseguir una ensefianza
mas eficaz, lo cual llevo a los dos autores de este articulo a interesase por la manera de incorporar

la problemética de la complejidad de los objetos matematicos en la formacion de profesores:

Nuestra propuesta de reconstruccion del significado global de la derivada
resulta especialmente importante puesto que el disefio, implementacion y
evaluacion de planes de formacion mateméatica y de procesos
instruccionales sobre un contenido matematico especifico, requieren un
estudio en profundidad sobre el significado de los objetos matematicos
gue componen dicho contenido. Tal estudio debe aportar criterios para
seleccionar los problemas y préacticas matematicas a incluir en los planes
y procesos de formacion, segun las necesidades sociales y profesionales
del grupo de personas a quien se dirigen. Es decir, es a partir del
significado holistico de un objeto, que se determina cual o cuales seran
los significados pretendidos, implementados y evaluados, en una practica
educativa especifica. De esta manera, es indudable que el significado
global de la derivada es pieza clave del conocimiento didactico-
matematico del profesor (Pino-Fan, Godino y Font, 2011, p. 175).

En particular nos llevo a desarrollar, juntamente con otros investigadores que también
utilizan como referente tedrico el EOS, el constructo idoneidad didactica de un proceso de
instruccion—siendo en la revista Paradigma donde se publicé uno de los primeros articulos que
desarrollaban dicho constructo (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006). Dicho constructo
se compone en seis criterios de idoneidad parciales, uno de los cuales es el criterio de idoneidad
epistémica, desglosados en componentes e indicadores; siendo uno de los componentes del
criterio de idoneidad epistémica tener en cuenta una muestra representativa de la complejidad

del objeto que se quiere ensefiar (Breda, Font y Pino-Fan, 2018; Breda, Pino-Fan y Font, 2017).
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Complejidad del objeto y criterios de Idoneidad didactica

La nocion de idoneidad didactica propuesta por el Enfoque Ontosemiético de la
Cognicion e Instruccion Matematicos (Breda, Font y Pino-Fan, 2018; Breda, Font, Lima y
Pereira, 2018; Breda, Lima y Font, 2015), es una respuesta parcial a la siguiente problemaética:
¢ Qué criterios se deben utilizar para disefiar una secuencia de tareas, que permitan evaluar y
desarrollar la competencia matematica de los alumnos y qué cambios se deben realizar en su
redisefio para mejorar el desarrollo de esta competencia? Los criterios de idoneidad pueden
servir primero para guiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemaéticas v,
segundo, para valorar sus implementaciones. Los criterios de idoneidad son Utiles en dos
momentos de los procesos de instruccién. A priori, los criterios de idoneidad son principios que
orientan como se deben hacer las cosas. A posteriori, los criterios sirven para valorar el proceso
de instruccion efectivamente implementado. En el EOS se consideran los siguientes criterios de
idoneidad didactica (Font, Planas y Godino, 2010):

v ldoneidad Epistémica, para valorar si las matematicas que estan siendo ensefiadas son
“buenas matematicas”.

v" ldoneidad Cognitiva, para valorar, antes de iniciar el proceso de instruccion, si lo que se
quiere ensefiar esta a una distancia razonable de aquello que los alumnos saben, y
después del proceso, si los aprendizajes adquiridos estan cerca de aquello que se
pretendia ensefiar.

v" ldoneidad Interaccional, para valorar si las interacciones resuelven dudas y dificultades
de los alumnos.

v’ ldoneidad Mediacional, para valorar la adecuacién de los recursos materiales y
temporales utilizados en el proceso de instruccion.

v" ldoneidad Emocional, para valorar la implicacién (intereses, motivaciones, ...) de los
alumnos durante el proceso de instruccion.

v ldoneidad Ecol6gica, para valorar la adecuacion del proceso de instruccién al proyecto
educativo del centro, las directrices curriculares, las condiciones del entorno social y
profesional.

La operatividad de los criterios de idoneidad exige definir un conjunto de componentes e

indicadores observables, que permitan valorar el grado de idoneidad de cada uno de los criterios.
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Por ejemplo, todos seguramente estaremos de acuerdo en que es necesario implementar unas
“buenas” matematicas, pero podemos entender cosas muy diferentes por ello. Para algunos
criterios, los descriptores son relativamente faciles de consensuar (por ejemplo, para el criterio
de idoneidad de medios), para otros, como es el caso de la idoneidad epistémica es mas dificil.
En Breda y Lima (2016), Seckel (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017), se aporta un sistema
de indicadores que sirve de guia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica, que esta
pensado para un proceso de instruccion en cualquier etapa educativa. A continuacion, se

reproducen los componentes e indicadores del criterio de idoneidad epistémica:

Cuadro 1: Componentes e indicadores de la Idoneidad Epistémica
Componentes Indicadores

No se observan practicas que se consideren incorrectas desde el

Errores : e
punto de vista matematico

No se observan ambigiiedades que puedan llevar a la confusion a
los alumnos: definiciones y procedimientos clara y correctamente
enunciados, adaptados al nivel educativo al que se dirigen;
adecuacion de las explicaciones, comprobaciones, demostraciones
al nivel educativo a que se dirigen, uso controlado de metaforas,
etc.

Ambiguedades

La secuencia de tareas contempla la realizacion de procesos
Riqueza de procesos | relevantes en la actividad matematica (modelizacion,
argumentacion, resolucién de problemas, conexiones, etc.).

Los significados  parciales  definiciones,  propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa de la
complejidad de la nocién matematica que se quiere ensefar
contemplada en el curriculo.

Los significados parciales (definiciones, propiedades,
Representatividad de la | procedimientos, etc.) son una muestra representativa de la

complejidad del objeto | complejidad de la nocién matematica que se quiere ensefiar.
matematico

Para uno o varios significados parciales, muestra representativa de
problemas.

Para uno o varios significados parciales, uso de diferentes modos
de expresion (verbal, grafico, simbolico...), tratamientos y
conversiones entre los mismos

Fuente: Breda y Lima (2016, p. 80).
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Tanto los componentes como los indicadores de los criterios de idoneidad didactica se
han confeccionado teniendo en cuenta las tendencias, los principios y los resultados de la
investigacion en el area de Didactica de las Matematicas. En particular, para la idoneidad
epistémica se ha tenido en cuenta un principio fundamental del EOS que, con los matices propios
de cada enfoque, es (0 puede ser) asumido por otros enfoques tedricos del area. Nos referimos
al principio que se puede formular de la siguiente manera: los objetos matematicos emergen de
las préacticas, lo cual conlleva su complejidad (Font, Godino y Gallardo, 2013; Rondero y Font,
2015). De este principio se deriva un componente (representatividad de la complejidad del
objeto matematico) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible, dicha
complejidad en el disefio y redisefio de las secuencias didacticas.

Este componente tiene su origen en la manera pragmatista de como se entiende el
significado de un objeto matematico en el EOS y de como se entiende la emergencia de los
objetos matematicos a partir de las practicas (explicado en la seccion tres de este articulo). Desde
un punto de vista pragmatista, el significado de un objeto matemético se entiende como el
conjunto de practicas en la que dicho objeto interviene de una manera determinante. Es decir,
supone disponer de practicas con respecto al campo de experiencia que el objeto abarca. Cuando
se define el significado de un objeto matematico en términos de préacticas, tal como se propone
en el pragmatismo, resulta que el significado de un objeto matematico queda ligado a otros
significados y a otros objetos, puesto que en las précticas interviene dicho objeto conjuntamente
con otros objetos matematicos. Este hecho, permite distinguir dos términos que resultan dificiles
de diferenciar, nos referimos a los términos sentido y significado. En efecto, puesto que el objeto
se puede relacionar con unos u otros objetos segln el contexto, el tipo de notacién, etc., para dar
lugar a diferentes practicas, podemos entender el sentido como un significado parcial, esto es,
como un subconjunto (sentido) del sistema de précticas en las que el objeto es determinante
(significado).

El significado de un objeto matematico entendido como sistema de préacticas se puede
parcelar en diferentes clases de practicas mas especificas que son utilizadas en un determinado
contexto y con un determinado tipo de notacion produciendo un determinado sentido. Cada
contexto ayuda a generar sentido (permite generar un subconjunto de practicas), pero no genera

todos los sentidos.
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Un objeto matematico, que se ha originado como un emergente del sistema de practicas
que permite resolver un determinado campo de problemas, con el paso del tiempo queda
enmarcado en diferentes programas de investigacion. Cada nuevo programa de investigacion
permite resolver nuevos tipos de problemas, aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto
(y por tanto definir) de una manera diferente, utilizar nuevas representaciones, etc. De esta
manera, con el paso del tiempo aparecen nuevos subconjuntos de précticas (sentidos) que
amplian el significado del objeto.

En el EOS (Font, Godino y Gallardo, 2013) se considera que, para analizar la actividad
matematica, sea profesional o escolar, es necesario contemplar como minimo los siguientes
elementos: 1) notaciones, representaciones (lenguaje), 2) situaciones-problema 3) definiciones,
4) procedimientos, técnicas, ..., 5) proposiciones, propiedades, teoremas, etc., y 6) argumentos.
Estos seis tipos de objetos primarios se articulan formando configuraciones de objetos llamadas
epistémicas, y se pueden entender como un contexto intra matematico. Se trata de una
herramienta que puede ser Gtil para describir la complejidad de los objetos matematicos y de las
practicas de las cuales emergen. Por otra parte, cada una de estas configuraciones permite
resolver un determinado tipo de problemas.

Desde esta perspectiva, un criterio de idoneidad de una trayectoria didactica de
ensefianza y aprendizaje para un objeto matematico es que el conjunto de préacticas
implementadas sea un conjunto lo mas representativo posible del sistema de practicas que son
el significado del objeto. Dicho en términos de contextos, hay que presentar a los alumnos una
muestra de contextos intramatematicos representativa, una muestra de contextos que permita
construir una muestra representativa bien conectada de los diferentes sentidos del objeto. Por
otra parte, una vez seleccionada una muestra representativa de contextos intramatematicos, hay
que seleccionar los contextos extra matematicos que permiten hacer emerger las configuraciones
epistémicas en las que se concretan dichos contextos intramatematicos. Es decir, si se quiere
conseguir que el alumno sea competente en la resolucion de una variedad de problemas donde
el objeto matematico en cuestion tiene un rol determinante, es necesario que el alumno disponga
de una red de significados parciales bien conectados entre si.

La reflexion sobre la complejidad del objeto matematico en la formacion de
profesores

El componente representatividad de la complejidad del objeto matematico que se quiere

ensefiar es uno de los componentes del criterio de idoneidad epistémica, que es una de las
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herramientas que se ensefian en diversos dispositivos formativos para desarrollar en los
profesores la subcompetencia de analisis de la idoneidad didactica de un proceso de instruccion,
que a su vez es una de las subcompetencias que participan en la competencia de anélisis e
intervencion didactica, que es una de las competencias clave del modelo de Conocimientos y
Competencias Didactico-Mateméticas (CCDM), el cual ha sido desarrollado en diversos
trabajos* (Breda, Pino-Fan y Font, 2017; Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017; Pino-Fan,
Assis & Castro, 2015; Pino-Fan, Font y Breda, 2017), y que estd basado en el Enfoque
ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007,
2019). La subcompetencia de andlisis de la idoneidad didactica, resulta clave para la reflexion
global del docente sobre su préctica, en particular para su valoracion y mejora progresiva.

En diferentes procesos de formacion de profesores de matematicas de Espafia, México,
Brasil, Ecuador, Chile, Panama, Costa Rica, Venezuela y Argentina (Breda, 2016; Breda, Font
y Lima, 2015; Breda y Lima, 2016; Breda, Pino-Fan y Font, 2016 y 2017; Esqué y Breda, 2021;
Ferreres y Vanegas, 2015; Giménez, Vanegas, Font y Ferreres, 2012; Giménez, Font y Vanegas,
2013; Hummes, Font y Breda, 2019; Hummes, Font, Breda y Seckel, en prensa; Pino-Fan,
Godino y Font, 2018; Morales-Maure, 2019; Morales-Maure, Duran-Gonzélez y Garcia-
Véazquez, 2019; Morales-Maure, Duran-Gonzélez, Pérez-Maya y Bustamante, 2019; Morales-
Lépez y Font, 2017 y 2019; Pochulu, Font y Rodriguez, 2016; Ramos, 2006; Ramos y Font,
2008; Seckel, 2016; Seckel y Font, 2020), se han realizado un conjunto de investigaciones que
tienen como finalidad investigar el uso del constructo criterios de idoneidad didactica,
propuestos por el EOS, como herramienta para organizar la reflexién del profesor sobre su
préctica, cuando esta reflexion esté orientada hacia la valoracion y mejora de la préctica, con el
objetivo de desarrollar en los profesores la subcompetencia de andlisis de la idoneidad didactica
de un proceso de instruccion.

Estas investigaciones han puesto de manifiesto los siguientes aspectos: 1) aunque no se
incorpore explicitamente la ensefianza de los componentes e indicadores de los criterios de
idoneidad didactica, algunos de ellos, y en particular el componente <<muestra representativa
de la complejidad del objeto matematico>>, estan presentes de manera implicita cuando los

profesores o futuros profesores hacen valoraciones de propuestas didacticas (suyas o de otros)

! Las publicaciones realizadas en el marco del EOS, aplicando el modelo CCDM, estan disponibles en el sitio web
http://enfoqueontosemiotico.ugr.es (entrada sobre Formacion de profesores).
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(Breda, 2016; Breda y Lima, 2016; Breda, Pino-Fan y Font, 2017). 2) Incorporar el componente
<<muestra representativa de la complejidad del objeto matematico>> para valorar la idoneidad
epistémica de un proceso de ensefianza y aprendizaje, no es tarea facil, ni para los formadores
ni para sus alumnos (futuros profesores o profesores en servicio), pero se puede ensefiar como
parte del proceso de formacion del profesorado (Font, Breda y Pino-Fan, 2017; Calle, Breda y
Font, en prensa; Calle y Breda, 2019; Seckel y Font, 2020). En estos dispositivos formativos, se
hace hincapié en la necesidad de realizar un estudio preliminar orientado a la reconstruccion de
un significado global sobre el objeto matematico que se quiere ensefiar para poder ser
conscientes de su complejidad.

Los autores de este articulo, conjuntamente con otros investigadores, estan desarrollando
el disefio y la implementacion de recursos formativos que promuevan la realizacion de este tipo
de analisis valorativo por parte de los profesores (en formacion o en servicio) utilizando la
herramienta criterios de idoneidad didactica. A continuacién, ponemos un ejemplo para ilustrar
algunos momentos del proceso de ensefianza y aprendizaje del componente representatividad
de la complejidad del objeto matematico realizado en un dispositivo de formacion inicial de
profesores de matematicas, implementado en Espafa (Font, Breda y Pino-Fan, 2017). Se trata
de un ejemplo que presenta el uso de dicho componente en el proceso de reflexion, explicado
en el Trabajo de Fin de Master (TFM) de una futura profesora, con el fin de mejorar la
implementacién de una unidad didactica (UD) disefiada e implementada anteriormente. EI uso
de los criterios de idoneidad didactica fue ensefiado en el proceso formativo de esta futura
profesora como una herramienta metodoldgica para promover y apoyar la reflexién sobre su
préctica.

La futura profesora, en su TFM, presenta la valoracion y el redisefio de una propuesta
didactica sobre la funcion de segundo grado, para un grupo de alumnos del cuarto afio de la
Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO) de Espafia (15-16 afios de edad). En el tercer capitulo,
donde realiza la valoracion de los seis criterios de idoneidad didactica, cuando valora la
idoneidad epistémica, con relacion al componente <<muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico>> dice que éste se debe mejorar en el redisefio de la unidad didactica de
cara a futuras implementaciones y argumenta su valoracion negativa de dicho componente de la

manera siguiente:
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El principal significado parcial que se ha trabajado en la UD ha sido el de
la representacion de la funcion explicita, por lo que no podemos
considerarlos como una muestra representativa de la complejidad de la
funcion cuadrética. Han faltado significados parciales y sus conexiones.

La muestra de actividades presentadas en la UD no ha sido representativa.
Han faltado problemas de contextos significativos de la aplicacion de la
parabola, como pueden ser de tiro parabdlico, de fuentes (por ejemplo,

Montjuic), de luz de faros, etc. (Font, Breda y Pino-Fan, 2017, p. 251).
Es importante resaltar que, en los diferentes dispositivos de formacion, la necesidad de
contemplar la complejidad del objeto matematico que se quiere ensefiar se argumenta de varias
formas, siendo una de las més importantes el hecho de que, en muchos curriculos, se pretende
que las matematicas ensefiadas se apliquen a la resolucion de problemas (en especial, problemas
de contexto extra matematico). Se les hace observar a los participantes que los problemas donde
el uso de un determinado objeto matematico es determinante, son de diversos tipos y que, para
su resolucién, se ponen en funcionamiento diferentes significados parciales del objeto que se
pretende ensefiar. Por tanto, o bien se ensefia una muestra representativa de significados
parciales del significado global del objeto matematico en cuestion, o bien sélo los alumnos mas

creativos pueden aplicar el objeto a los diversos problemas.
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