DOI: https://doi.org/10.37618/PARADIGMA.1011-2251.2020.p240-265.id840

OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS SOBRE EL CONCEPTO DE LIMITE DE
FUNCIONES EN MANUALES DE HISTORIA DE MATEMATICAS

Iran Abreu Mendes!
iamendes1@gmail.com

Moénica Suelen Ferreira de Moraes?
monicamoraes@uft.edu.br

TUniversidade Federal do Pard (UFPA)
2Universidade Federal do Tocantins (UFT)

Recibido: 18/12/2019 Aceptado: 16/02/2020

Resumen

Los estudios historicos muestran que el desarrollo epistemoldgico del calculo diferencial e
integral sigui6 una trayectoria larga e irregular y, en el sentido mas formal, se formé a partir
del siglo XVII. Actualmente, el concepto de limite se considera un concepto fundamental en la
ensenanza del calculo, ya que la base conceptual de este conocimiento tratado en los manuales
de calculo aborda este tema, parece casi siempre definido en términos del limite. En este
articulo, presentamos los resultados de un estudio sobre los supuestos obstaculos
epistemologicos en el desarrollo del concepto de limite a partir de la historia de los manuales
de matematicas, con miras a superarlo en el proceso de formacién de estas ideas. Como ya se
menciond, el corte tomado para el andlisis estard en el estudio de los obstaculos
epistemologicos del limite de funcion en algunos manuales de historia de las matematicas,
enfocandose en los conceptos establecidos por d'Alembert, Cauchy y Weierstrass, enfatizando
los aspectos dinamicos que aparecieron como un obstaculo epistemologico para formalizacion
de este concepto estatico.

Palabras clave: Historia de las matematicas. Obstaculo epistemoldgico. Calculo Limite de
funciones.

EPISTEMOLOGICAL OBSTACLES ON THE FUNCTION LIMIT
CONCEPT IN MATHEMATICS HISTORY MANUALS

Abstract
Historical studies show that the epistemological development of Differential and Integral
Calculus followed a long, irregular trajectory and, in the most formal sense, was shaped from
the 17th century. Currently, the concept of limit is considered a fundamental concept in the
teaching of Calculus, since the conceptual basis of this knowledge dealt with in Calculus
manuals addresses this subject, it seems almost always defined in terms of the limit. In this
article, we present the results of a study on the supposed epistemological obstacles in the
development of the concept of limit from the history of mathematics manuals, with a view to
overcoming it in the process of forming these ideas. As already mentioned, the cut taken for
analysis will be in the study of the epistemological obstacles of function limit in some history
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of mathematics manuals, focusing on the concepts established by d'Alembert, Cauchy and
Weierstrass, emphasizing the dynamic aspects that appeared as an epistemological obstacle to
formalization of this static concept.

Keywords: History of Mathematics. Epistemological obstacle. Calculus. Function Limit.

OBSTACULOS EPISTE~MOL(')GICOS SOBRE O CONCEITO DE
LIMITE DE FUNCAO EM MANUAIS DE HISTORIA DA
MATEMATICA

Resumo

Estudos historicos mostram que o desenvolvimento epistemologico do Célculo Diferencial e
Integral seguiu uma trajetoria long, irregular e, no sentido mais formal, foi moldado a partir do
século XVII. Atualmente, o conceito de limite é considerado conceito fundamental no ensino
de Célculo, visto que a base conceitual desse conhecimento tratado nos manuais de Calculo
abordam esse assunto, parece quase sempre definida em termos do limite. Neste artigo,
apresentamos os resultados de um estudo sobre os supostos obstaculos epistemologicos no
desenvolvimento do conceito de limite a partir dos manuais de histéria da matematica, com
um olhar para a sua superacdo no processo de formagdo dessas ideias. Conforme ja
mencionado, o recorte tomado para anélise serd no estudo dos obstaculos epistemoldgicos de
limite de funcdo em alguns manuais de histéria da matematica, focando os conceitos
estabelecidos por d’Alembert, Cauchy e Weierstrass, enfatizando os aspectos dindmicos que
figuraram como obstaculo epistemolodgico a formalizagdo deste conceito estatico.
Palavras-chave: Historia da Matematica. Obstaculo epistemologico. Calculo. Limite de
funcao.

1 INTRODUCAO

Este artigo ¢ fruto de uma pesquisa mais ampla que estd em desenvolvimento no
Programa de P6s-Graduagdo em Educacao em Ciéncias e Matematica (PPGECEM) da Rede
Amazonica de Educacdo em Ciéncias ¢ Matematica (REAMEC) em parceria com o Grupo
Pesquisa sobre Praticas Socioculturais e Educacdo Matematica (GPSEM) da Universidade
Federal do Pard (UFPA). Este trabalho se identifica com a linha de pesquisa Historia da
Matematica em trés dimensdes do GPSEM, na qual desenvolve estudos e pesquisas
relacionados a Historia da Matematica em suas dimensoes epistemologicas, pedagdgicas e
patrimoniais.

Sabemos que nos cursos de Matematica do ensino superior hd um alto indice de
reprovacao e desisténcia da disciplina de Calculo, a qual estd presente no curriculo de cursos

de graduacdo, tais como engenharia, fisica, administragdo, computacao, entre outros. Sabemos
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ainda que muitas dessas dificuldades de aprendizagem estdo relacionadas com o entendimento
da nocdo de limite. Com isso, direcionamos a temadtica dessa pesquisa para o ambito do
Calculo, particularmente para limite de funcdo de uma variavel real'.

Os conceitos que deram inicio ao desenvolvimento epistemologico do Calculo
envolvendo as relagdes conceituais entre limite, derivada e integral, levaram séculos para
serem formulados e aceitos no pensamento matematico hegemoénico ao longo da historia.
Vérios foram os entraves desde o pensamento antigo grego de separar o discreto e o continuo,
motivado pelo “horror ao infinito”, at¢ a inven¢dao e formalizagdo do Calculo como
conhecemos atualmente.

Nos remetemos a esses entraves como obstaculos epistemologicos, no sentido de
Bachelard (1996), pois foram conflitos que ocorreram ao longo do desenvolvimento historico
de alguns conceitos matematicos entre o conhecimento antigo € o novo, possibilitando a
criacdo do Calculo. Ressaltamos, porém, que esses imaginados obstaculos epistemologicos
surgidos no desenvolvimento do Calculo foram sendo superados na medida em que os
desafios epistémicos foram vencidos a cada resposta alcangada na aventura da criacao
matematica. Igualmente, destamos que Bachelard (1996) institui a nocdo de obstaculo
epistemologico no contexto do desenvolvimento da ciéncia, no concerne a produgdo de
conhecimento, ndo para os processos de aprendizagem.

Entretanto, foi no ambito dos processos de ensino e aprendizagem da matematica que
Brousseau (1997) apresentou uma reformulacdo do conceito de obstaculo epistemologico,
mantendo a ideia do conflito de conhecimentos de estados inferiores, que funcionavam em
determinado contexto, mas que em situagdes de um estado superior, ja se configura como um
obstaculo epistemologico.

Diante desta problematica anunciamos as seguintes perguntas de pesquisa: como
autores dos manuais de historia da matematica tratam dos obstaculos epistemolégicos e
de sua superacio no desenvolvimento das ideias de limite de funcio na perspectiva de
Bachelard? Caso esteja evidenciada tal abordagem, como podemos identificar
potencialidades para a superacao dos obstaculos epistemologicos para o ensino de limite

de funcio a partir da perspectiva de Brousseau?

' A funcdo de uma variavel real sera tratada no decorrer desse artigo somente pelo termo fungio.
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Com base nas questdes estabelecidas anteriormente, nosso objetivo ¢ apresentar um
estudo dos obstaculos epistemoldgicos no desenvolvimento do conceito de limite de
funcdo a partir dos manuais de historia da matematica com um olhar para a sua
superacio no processo de formacao do conceito e de que modo podemos utiliza-los para
potencializar uma abordagem de ensino do tema.

Para tanto, dentre os obsticulos epistemoldgicos conhecidos sobre este conceito,
optamos por enfatizar os aspectos dindmicos presente na ideia de limite proposta por Newton e
o discreto presente no desenvolvimento do trabalho do Leibniz, com o olhar para a superacao
desses entraves na formalizagdo do conceito de limite, no sentido de Bachelard (1996). Dessa
forma procuramos trazer contribuigdes para o ensino de Matematica, pelo enfoque na
exploragdo epistemoldgica das informagdes histéricas do conceito de limite, apontando
possibilidades de superagao das dificuldades conceituais e didaticos do processo em suas
acodes de ensino nesta tematica. Para comegar, precisamos primeiramente tratar sobre o que

tomamos como obstaculo epistemolégico.

2 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

Inicialmente esclarecemos que tomaremos dois aspectos conceituais relativos a
expressdo obstaculo epistemoldgico, uma vez que o embasamento tedrico deste artigo permeia
a no¢do de obstaculo epistemoldgico apresentada por Bachelard (1996) com relagao ao
desenvolvimento epistemologico de conceitos cientificos ao longo da historia e a compreensao
de Brousseau (1983; 1986; 1997), que transporta essa no¢do de Bachelard para o ambito do
ensino de matematica.

Segundo Bachelard (1996), a nocao de obstaculo epistemologico pode ser estudada
mediante o desenvolvimento historico do pensamento cientifico, sendo que ¢ ao
aprofundarmos a noc¢ao de obstaculo epistemoldgico que conferimos pleno valor espiritual a
historia deste pensamento. Assim, alguns dos principais obstaculos epistemologicos abordados
por Bachelard (1996), que ndo s6 causam a estagnagdo da construcdo do pensamento
cientifico, mas também contribuem para o seu retrocesso sdo: experiéncia primeira;
conhecimento geral; obstaculo verbal; conhecimento unitario e pragmatico; obstaculo

substancialista; obstdculo animista; obstaculos do conhecimento quantitativo.
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Com base no exposto no paragrafo anterior, ¢ importante dar destaque aos obstaculos
experiéncia primeira e conhecimento geral, pois para Bachelard (1996) o primeiro obstaculo a
ser superado na formagdo do espirito cientifico ¢ a experiéncia primeira, que nao constitui uma
base segura, haja vista que ¢ colocada antes e acima da critica, um elemento necessariamente
integrante do espirito cientifico. A respeito do conhecimento geral como obstaculo para o
conhecimento cientifico, Bachelard (1996) expde que a ciéncia do geral ¢ uma suspensao da
experiéncia, um fracasso do empirismo inventivo, podendo o espirito cientifico se enganar ao
estar atraido pelo universal.

De outro lado, Brousseau (1986; 1997), embasado em Bachelard, afirma que os
obstaculos de origem epistemoldgica sdo inerentes ao saber e podem ser identificados ao
longo da historia da matematica, quando se observa as dificuldades que os matematicos
encontraram, para a compreensdo e utilizacao desses conceitos, pois esse tipo de obstaculo ¢
constitutivo do proprio conhecimento. E assim que para Brousseau (1986) um obstaculo
epistemologico ¢ sempre um conhecimento e ndo um estado de auséncia de conhecimento.
Nesse sentido, ainda que os obstaculos possam ser detectados entre as dificuldades, estas
deverdo ser sempre reformuladas a fim de serem caracterizadas como conhecimentos
propriamente ditos. O obstaculo deve possuir tanto um dominio no qual ele se revele
pertinente, valido e eficaz, como também um dominio no qual esse mesmo conhecimento se
revele inadaptado, falso ou ineficaz e, portanto, uma fonte de erros. O obstaculo ¢ um tipo de
conhecimento que oferece uma resisténcia que deve ser identificada, atestada e explicada.

Para identificacdo desses obstaculos, Brousseau (1989) propde um método de pesquisa
e indica que devemos encontrar erros sistematicos e concepgdes em torno das quais esses erros
se agrupam. Em seguida, encontrar obstaculos na histéria da matematica, e confrontar os
obstaculos historicos com os obstaculos que se manifestam no ato da aprendizagem.

Bachelard (1996, p. 28) afirma que “a histéria da matematica ¢ maravilhosamente
regular. Conhece periodos de pausa. Mas ndo conhece periodos de erro”, nesse sentido, para
ele na matematica ndo ha obstaculos epistemologicos. Entendemos que ndo ha obstaculos
epistemologicos na matematica porque eles vém sendo superados ao longo do seu proprio
desenvolvimento. Neste sentido, o que estamos denominando de obstaculos epistemologicos,

corroborando com as ideias de Bachelard (1996), referem-se as dificuldades enfrentadas e
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superadas no desenvolvimento dos conceitos matematicos como ¢ o caso da nogdo de limite,
foco deste artigo.

Sobre esse posicionamento, Asimov (1996) afirma que na matematica, diferentemente
de outras ciéncias, ndo ha corre¢ao significativa, s6 extensao. Cada matematico acrescenta
algo ao que ja estd posto, com uma base solida e funcional. Também entendemos que a
matematica ndo apresenta crise no seu desenvolvimento, ndo ha ruptura que represnete uma
modificagdo extrema, ou seja, mudanca de paradigma, no sentido de Thomas Kuhn (2011),
que negue o anterior. Esse ponto de vista fortalece a premissa de que a matematica em si nao
apresenta obstaculos epistemologicos em conceitos ja formalizados, pois para desenvolvé-lo,
jé& ocorreu o processo de superacao desses obstaculos epistemologicos.

Schubring (2018) também levanta uma reflexdo sobre a existéncia de obstaculos
epistemologicos em matematica, questionando se os nimeros negativos podem ser tomados
como exemplo de obstaculos epistemologicos. Schubring (2018) apresenta uma andlise sobre
o desenvolvimento historico desses numeros questionando o conceito de obstaculo
epistemologico dado como uma “sonoléncia” individual, considerando que as escolhas
realizadas ao longo do desenvolvimento deste conceito foram feitas com pleno conhecimento
das epistemologias concorrentes.

Nossa perspectiva de utilizagdo do conceito de obstaculo epistemologico se aproxima
da proposta de Schubring (2018) que assume que as reflexdes de Bachelard (1996) podem ser
usadas para esclarecer as dificuldades dentro dos desenvolvimentos conceituais. Schubring
(2018) defende que precisamos estudar os conceitos matematicos como foram desenvolvidos
considerando a época e a cultura na qual se situam.

Nossa inten¢do nao ¢ de reduzir a histéria como fonte para identificar erros cometidos
no passado por matematicos ao desenvolverem determinados conceitos, mas sim, identificar
obstaculos superados ao longo do desenvolvimento historico do conceito de limite de funcao,
mais especificamente os aspectos dindmicos deste conceito, analisando as formas de superacdo
ocorridas no contexto do desenvolvimento historico, com vistas a reflextir sobre as
possibilidades de tomar essas formas de superacdo como potencial aliado para as agdes de
ensino na atualidade. Cabe-nos, entretanto, verificar como tais obstaculos apareceram ao longo

do desenvolvimento histérico do conceito de limite de uma funcgao.
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Antes de adentrarmos nessa parte da discussdo ¢ preciso refletir que talvez o processo
de aparecimento e superacdo de tais obstaculos epistemoldgicos tenham desafiado a
curiosidade e criatividade dos matematicos que se dedicaram a responder as questdes
desafiadoras que foram surgindo ao longo dos tempos e espagos. Nao significa, porém, afirmar
ou negar que a inveng¢do exerceu um papel importante na criagdo matematica, pois embora nao
seja suficiente, atualmente podemos refletir e admitir que foi contributiva pelo menos no que
se refere a experiéncia criativa e sua sistematizagao que conduziu a elaboracdo tedrica de
conceitos e principios matematicos.

Assim ¢ possivel destacar que criatividade estd no coragdo do desenvolvimento
conceitual em busca da superacdo desses obstaculos epistemoldgicos concernentes ao
desenvolvimento do conceito de limite, que se mostra como um exemplo perfeito para uma
discussdo sobre a arte criativa na producao matematica em todos os tempos e espacos nos
quais se estabelece a cultura humana. Neste sentido, a historia mostra o quanto os matematicos
foram impulsionados por uma simples pergunta: e se? E realmente um momento em que uma
dinamica criativa completa pode surgir através da curiosidade, como o fez Arquimedes em seu
tempo, assim como Newton, Leibniz, d’Alembert, Cauchy e Weiertrass, conforme trataremos
a seguir.

Antes, porém, consideramos a relevancia de um destaque sobre o que Abraham Moles
(1957; 1970; 2007), estabelece em sua obra sobre o processo de criacao intelectual, quando
estabelece que ¢ a partir de um angulo filosofico e cientifico, que se caracteriza o conceito de
criatividade como uma atitude do espirito para reorganizar os elementos do campo de
percep¢ao de uma maneira original e susceptivel de dar lugar a operagdes em qualquier campo
fenomenal, como ¢ o caso do desenvolvimento epistemologico do Calculo, mas
especificamente, do conceito de limite de uma fungao.

A respeito da superacao dos desafios caracterizados como obstaculo epistemologico ao
desenvolvimento da Matematica, Mendes (2015) apresenta seu ciclo de problematizagao,
imaginacao, formulacdo e representagdo do conhecimento (figura 01), no qual assevera que

(...) esse conhecimento construido se origina de problematizacdes estabelecidas na
interacdo sociedade, cognicdo e cultura, na tentativa de encontrar solucdes para as
situacdes problematicas surgidas no contexto. As respostas encontradas sdo
configuradas sob dois aspectos: questdes resolvidas e questdes em aberto. As

questdes resolvidas originam-se das respostas as problematizacodes surgidas. Na
medida em que tais respostas sao codificadas,visando a sua comunicacdo ¢ também a
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sua utilizacdo na busca de respostas acerca de situacdes problematicas similares,
e sempre originam novas questdes (questdes em aberto). As questdes em aberto,

quas
por

transformando-se assim em um processo ciclico de producdo do conhecimento

sua vez, constituem-se em fontes provocadoras para novos

(Mendes, 2015, p.98).

Figura 01. Ciclo de problematizacdo, imaginac¢do, formulacao e representacdo do conhecimento.

Contexto Sociocnlinral
Problematizaciio eimaginaciio do
conhecimenio
i - l
- ! Codificagio: foonmlagio ¢ |
Questies Resolvidas: —3 reresentagio do conhedmente ——>|  Qmestiies em aberio:
geraciio do conhecimento R 2 Novas indagactes
Conhecimentoacadémico: (_ Codificacdo: doﬁ—m' ::.;me . | Novasimvestigagbes
escolar e cientifico e b docon m ______ i .
Questdes emabertopara |, Conhecimento escolar
os estndantes: atividades investigatorias
indagactes escolares ¢ )
Questdes escolares Novas quesifes em aberio
Resolvidas: paraos estndantes:
Conhecimentoconstmido indagacies escolares

O ciclo proposto por Mendes (2015) explicita encaminhamentos processuais para que

sejam desenvolvidas acdes investigativas em historia da Matematica para o ensino tomando

como principios e método

formulag~eos conceituais

organizacdo programatica da matematica escolar e de sua institucionalizado em componentes

curriculares, manuais escolares ou livros didaticos. E nesta direcdo que abordaremos a seguir

aspectos concernentes aos

limite.

3 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS NO DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO

Fonte: Mendes (2015)

s, os movimentos de superacdo das dificuldades encontradas nas

e de modo elas se apresnetam para os estudantes, conforme a

obstaculos epistemologicos no desenvolvimento do conceito de

CONCEITO DE LIMITE DE FUNCAO
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Para analisar os aspectos dinamicos do conceito de limite, com o olhar para a
superacdo dos obstaculos epistemologicos, precisamos analisar as ideias apresentadas por
matematicos que trouxeram esse aspecto ao longo de seu desenvolvimento, bem como o de
quem os ajudou a supera-lo.

Neste sentido, iniciamos examinando como a no¢do de limite ganhou forma a partir da
“inven¢do” do Calculo. Nesta secdo apresentaremos, entdo, a no¢do de limite desenvolvidos
nos trabalhos de Isaac Newton (1643 - 1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), de
modo a fazer uma contextualizacdo dos aspectos mais especificos tratados nesse processo,
para em seguida, centrar-nos nas ideias de limite apresentadas por Jean Le Rond d’Alembert
(1717-1783), Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e Karl Wieirstrass (1815 - 1897).

Dentre os manuais de Historia da Matematica analisados, Boyer (1996), (1992), Eves
(2011), Bos (1985) e Roque (2018), somente foi apresentada a definicdo do conceito de limite,
p6s Newton e Leibniz, posta por d’Alembert, Cauchy e Weierstrass, por isso a énfase dada
para esses trés matematicos neste artigo. Os manuais consultados sdo obras traduzidas para o
portugués muito utilizadas em disciplinas de Histéria da Matematica na graduagao em
matematica no Brasil.

Carl Benjamim Boyer (1906 - 1976) se dedicou a Historia da Matematica e contribuiu
para a profissionalizacdo desse campo de saber. Boyer (1996) objetivou em sua obra “Historia
da Matemadtica” apresentar esta historia com fidelidade ndo s6 para com a exatidao
matematica, mas também para com a perspectiva ¢ detalhes historicos, fazendo um arranjo
cronoldgico com mais énfase a elementos histdricos. A primeira versdo, em inglés, foi
publicada em 1968 e conforme a corrente dominante da época, percebemos que o foco do
autor estd mais na matematica do que nos matematicos, pois, nesta altura, considerava-se que
os detalhes biograficos t€ém menos influéncia no desenvolvimento dos conceitos abordados.

A obra “Célculo” da série Topicos de historia da Matematica para uso em sala de aula,
publicada originalmente em inglés em 1969, foi escrita por Boyer (1992) para auxiliar o
ensino de Calculo a partir de uma perspectiva historica, como material didatico. Apresenta
uma primeira parte que descreve de modo geral a historia do Calculo e, na segunda parte, sao
oferecidas “cépsulas” evidenciando episodios mais especificos desta historia.

A obra “Introducao a histéria da matematica”, de Howard Eves (1911 - 2004), foi

publicada 1953. Eves (2011) tenta, neste livro, introduzir a histéria da matematica aos alunos
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de graduacdo dos cursos superiores de matemadtica. Por este motivo, além da narrativa
historica, o autor apresenta em cada capitulo exercicios e temas a serem discutidos, com o
objetivo de motivar os estudantes para a pesquisa na area. Eves (2011) escreveu seu livro
como um professor de matematica com interesse em historia, mantendo a organizagao textual
cronologicamente. A obra ainda apresenta panoramas culturais escritos por seu filho, Jamie
Eves, com o intuito de mostrar um aprofundamento do cenério cultural das vérias eras e
épocas da historia da matematica.

O “Curso de historia da matematica: origens e desenvolvimento do calculo” foi
publicado em 5 unidades por Margaret Eleanor Baron (?) e Henk Jan Maarten Bos (1940), em
1974, originalmente em inglés. Os autores tem por objetivo com essa obra tratar de aspectos
importantes para o desenvolvimento do calculo, tais como o conceito de integragdo, de
diferenciagdo, o teorema fundamental do calculo, o desenvolvimento de notagdes e simbolos,
o conceito de funcdo, de quantidades infinitamente pequenas, indivisiveis, quantidades
divisiveis ad inifitum, e, por fim o abandono dos infinitésimos e a determinacdo do conceito de
limite como o conceito fundamental do calculo. Nos limitamos a analisar apenas a Unidade 4,
que aborda os fundamentos do célculo do século XVIII e um pequeno resumo dos principais
progressos do calculo no século XIX. Os autores tém uma preocupagdo pedagdgica nesta obra
em apresentar questdes em meio aos varios capitulos presentes em cada unidade que nem
sempre se limitam a consulta da obra em si. Também ha a preocupagdo de trazer as respostas.

Em uma obra bem mais recente que as anteriores, Tatiana Roque (1970) publica, em
2018, o livro “Historia da matematica: uma visao critica, desfazendo mitos e lendas”, partindo
dos modos como a Historia da Matematica ja foi escrita para recontar essa historia. A autora
inicia cada capitulo do livro com um relato da visdo convencional sobre o conteido em
questdo e em seguida, apresenta uma contextualizacao mais ampla que leve em conta fatores
culturais ou filosoficos, explicitando as relagdes intrinsecas entre as praticas matematicas e seu

contexto.

3.1 O conceito de limite por Newton e Leibniz
Até o fim do século XVII, ja se tinham feito muitas integragdes, muitas cubaturas,
quadraturas, processo de diferenciacdo e muitas tangentes a curvas haviam sido construidas, a

ideia de limite ja fora concebida e o teorema fundamental reconhecido no ambito do
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desenvolvimento do Célculo. Eves (2011), aponta que “faltava ainda a criagdo de um
simbolismo geral com um conjunto sistematico de regras analiticas formais e também um
redesenvolvimento, consistente e rigoroso, dos fundamentos da matéria” (p. 435).

Por volta de 1666, Isaac Newton (1643 - 1727) sintetizou um estudo baseado no que
ele chamava de “método de fluxdes”, no qual as no¢des de movimento desempenharam um
papel central e significativo. O primeiro livro no qual Newton delineia seu célculo foi o De
analysi per aequationes numero terminorum infinitas, publicado em 1711, onde o autor
descreve a extensdo do uso da palavra “andlise”, argumentando que os algoritmos
matematicos que lidam com processos infinitos sdo tdo respeitdveis quanto aqueles que se
aplicam a algebra ordinaria, concedendo assim um espaco consideravel ao método das “séries
infinitas”. Boyer (1959) enfatiza que a contribuicao de Newton esta no reconhecimento de que
tudo isso constitui parte de uma nova andlise: a aplicagao de processos infinitos ao estudo
geral de fungdes.

Para Baron e Bos (1985), trés ideias fundamentaram a invencdo do Calculo por
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716): seu interesse pelo simbolismo e pela notacao
vinculada a sua ideia de uma linguagem simbdlica geral; o reconhecimento de que somar
sequéncias e tomar as suas diferencas sdo operacdes inversas e que a determinagdo de areas e a
de tangentes sdo operacdes inversas; €, o uso de um tridngulo caracteristico para deduzir
transformagdes gerais de areas.

Boyer (1959) destaca que o elemento essencial na invengao do calculo por Leibniz, foi
o reconhecimento, em 1676, de que também estava construindo uma andalise nova e universal.
Em seus primeiros artigos publicados, Leibniz expds que seu novo método nio apresentava
impedimentos para fungdes irracionais ou transcendentes.

Newton e Leibniz chegaram ao Calculo através de caminhos diferentes. Nao so ¢
diferente a linguagem com que ambos expressaram as ideias fundamentais do Célculo, mas
também em termos de concepcdo pode-se verificar uma diferenca grande entre os seus
trabalhos. Tanto Newton quanto Leibniz podem ser considerados como os primeiros a
expressar a ideia da reciprocidade entre a diferencial e a integral, que constitui o Teorema
Fundamental do Calculo. Mas as maneiras de ver o Calculo eram distintas.

A compreensdo do significado dessa situagdo levou cada um deles a desenvolver uma

linguagem, uma légica e um simbolismo para a nova matéria, conforme explica Boyer (1992).
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No entanto, nenhum dos dois “estavam em condi¢des de apresentar uma fundamentagdo logica
convincente” (p. 21). Boyer (1992) aponta que Newton chegou mais proximo disso, quando
descreveu sua ideia de “primeira e ultima razodes”.

Usando nota¢des modernas, Boyer (1959) parafraseia a formulagdo de Newton
descrevendo y como a razao das quantidades “evanescentes” Ay e At. Newton esclarece que
“por razdo ultima das quantidades evanescentes deve-se entender a razdo das quantidades, ndo
antes de desaparecerem, nem depois, mas com as quais elas desaparecem” (p. 21).

Fazendo alusdo aos fundamentos do novo conhecimento, Newton refere-se por vezes
aos infinitesimais, outras aos limites, e ainda, a uma intuicao fisica basica, sendo esta ultima
abordagem a mais adotada posteriormente. Por outro lado, Leibniz e seus seguidores basearam
o desenvolvimento da teoria sobre os diferenciais infinitamente pequenos, de primeira e
segunda ordem.

Boyer (1959) mostra que, de modo geral, podemos dizer que Newton baseou seu
Célculo em nocgdes de continuidade, enquanto Leibniz tomou como base a ideia discreta das
monadas. Ambas as maneiras de abordar o problema mostraram-se igualmente uteis, pois,
enquanto ndo estava estabelecida a nogdo de limites, as ideias de movimento continuo e de
infinitésimos discretos surgiram como tentativas de esquematizar as primeiras impressoes
sensiveis quanto a variagao.

Isso explica por que o Calculo, nos estagios iniciais do seu desenvolvimento, estava
cercado de conceitos de geometria do movimento, e com explicacdes de indivisiveis e
infinitamente pequenos, pois estas ideias eram sugeridas pela intuicdo e experiéncia de
continuidade.

Segundo Boyer (1996), Newton trabalhava com quantidades varidveis com um
significado baseado na no¢do de movimento continuo, as considerando a partir do movimento
continuo de pontos, retas e planos. Ele ndo considerava as varidveis como agregados de
elementos infinitesimais.

Ao longo de seu trabalho, Newton fez referéncia aos infinitésimos, mas foi removendo
até chegar a considerar que quantidades matematicas ndo deveriam ser constituidas por
momentos ou partes muito pequenas, mas sim como descritas pelo movimento continuo.

Newton sentia-se incomodado em interpretar suas proposi¢des em termos de infinitesimais,
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preferindo usar velocidades, que também chamava de movimentos, muta¢des ou fluxdes de
quantidades. Assim, Newton refere-se ao seu Célculo como o Método das Fluxoes.

Ja Leibniz tem outra maneira de encarar as coisas. Para Leibniz, a visualiza¢do do
Calculo se da de forma estatica, considerando as variaveis como percorrendo sequéncias de
valores infinitamente proximos. No seu Calculo ha pouco uso de conceitos de movimento.

Conforme Baron e Bos (1985, p. 70), Leibniz entendia como necessarios 0s
infinitésimos, e construia sobre eles analogias, buscando uma visualizacao do Célculo através
de consideracdes discretas, através do diferencial: “A diferencial de uma variavel y ¢ a
diferenca (dy) entre dois valores consecutivos de y em uma sequéncia de numeros
infinitamente proéximos”.

As concepgoes de Leibniz, quanto ao discreto, e a de Newton, quanto ao continuo,
recairam na teoria do Célculo, que posteriormente define melhor o que eram os numeros reais
¢ a ideia de limite. Portanto, vemos que ambas as abordagens de Newton e Leibniz sdo
caminhos a inven¢ao do Calculo.

O Célculo foi um grande instrumento matematico descoberto no século XVII, pois se
mostrou notavelmente eficiente para atacar diversos problemas ndo resolvidos em tempos
anteriores. Com isso, diversos pesquisadores da época foram atraidos a utilizé-lo, mesmo que
de modo despreocupado com os seus fundamentos, até porque para a concep¢ao matematica
da época, o rigor utilizado satisfazia. Segue-se para os séculos XVIII e XIX a tarefa de melhor
fundamentar o Célculo, conforme o que se entendia por rigor em cada época, bem como o

refinamento de muitos conceitos importantes de outros ramos da matematica.

3.2 O conceito de limite por d’Alembert, Cauchy e Weierstrass
Apresentaremos as concepcdes de limite tratadas por d’Alembert, Cauchy e
Weierstrass a partir de manuais de Historia da Matematica, Boyer (1996), (1992), Eves
(2011), Bos (1985) e Roque (2018), de maneira integrada, buscando compreender como a
nog¢ao de obstaculo epistemologico pode ser observada nas descri¢des feitas por esses autores.
O primeiro matematico a destacarmos nesta analise ¢ Jean Le Rond d’Alembert (1717 -
1783). Ele considerava que a epistemologia do Calculo estava fundada na ideia de limite.

Segundo Eves (2011), para d’Alembert era preciso desenvolver uma teoria dos limites bem
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estruturada para colocar em bases firmes os fundamentos da andlise. A respeito da maneira

como d’Alembert concebia o conceito de limite, Thomas L. Hankins (1989) informa que

(...) na representacdo geométrica de quantidades infinitesimais, o diferencial
desempenha um papel essencial. No entanto, quando se trata de escrever seus artigos
matematicos para a Enciclopédia, ele tem um conceito muito avangado da derivada.
Nos seus artigos "Diferencial”, "Fluxdo" e "Limites", ele insiste que apenas existem
derivadas e que os diferenciais de primeira ordem ndo tém significado real (Hankins,
1989, p. 188).

Para reiterar mais ainda a afirmagdo de Hankins (1989, idem) mencionamos a seguir um

trecho do artigo “Différenttiel”, escrito por d’Alembert (Encyclopédie, IV, p. 987):

.. ndo existem quantidades infinitamente pequenas de primeira ordem no calculo
diferencial ... As quantidades que se chama assim sdo xensadas divididas por outras
quantidades supostamente infinitamente pequenas, e ... neste afirmam que marcam
ndo quantidades infinitamente pequenas, nem mesmo fragdes cujo numerador e
denominador sdo infinitamente pequenos, mas o limite de uma razdo de duas
quantidades finitas. O mesmo vale para segundas diferencas e para outras de ordem
superior.

Seguindo neste mesmo raciocinio, ainda no artigo “différenttiel”, d’ Alembert afirmou

que “a diferenciagdo de equagdes consiste simplesmente em achar os limites da razdo de

diferencas finitas de duas varidveis na equacdo”, assumindo que “uma quantidade ¢ alguma

coisa ou ¢ nada”, opondo-se ao ponto de vista de Leibniz e Euler, excluindo a nogdo de

diferenciais como grandezas infinitamente pequenas (Boyer, 1996, p. 311).

Segundo Boyer (1996), a expressdo “primeira a ultima razdo” de Newton foi

interpretada por d’Alembert como um limite em vez de uma primeira ou ultima razao de duas

quantidades que estdo apenas surgindo. Para d’ Alembert,

uma grandeza ¢ o limite de outra grandeza quando a segunda pode aproximar-se da
primeira tanto quanto se queira, embora a primeira grandeza nunca possa exceder a
grandeza da qual ela se aproxima; de modo que a diferenca entre tal quantidade e seu
limite ¢ absolutamente indeterminavel (Baron e Bos, 1985, p. 28).

Boyer (1996) apresenta essa definicdo da seguinte maneira: “chamou quantidade o

limite de uma segunda quantidade [varidvel] se a segunda pode se aproximar da primeira de

mais perto que por qualquer quantidade dada (sem coincidir com ela)” (p. 311). Eves (2011)

ndo apresenta a defini¢do de limite posta por d’ Alembert.
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Esta compreensdo de limite foi apresentada no verbete “Limite”, de 1765, e conforme
as narrativas de Bos (2018) e Roque (2018), d’Alembert afirma que a quantidade ndo pode
ultrapassar seu limite nem atingi-lo; o limite sempre se aproxima, chegando cada vez mais
perto da quantidade, mas difere sempre dela tdo pouco quanto se queira.

Para Boyer (1996), a imprecisdo nessa definicdo foi removida nas obras de
matematicos do século dezenove. Nesta ultima afirmagdo, mais uma vez Boyer (1996) nao
considera o ferramental matematico ou auséncia dele na época de d’Alembert criticando a
falta de rigor ao enunciar o seu conceito de limite.

Podemos considerar que ha um obstaculo epistemologico na associacdo da passagem
ao limite com um movimento fisico, quando no momento de “aproximar-se tanto quanto se
queira” ou “se aproxima chegando cada vez mais perto da quantidade”, enquanto a nogdo de
limite € entendida formalmente como “estatica”.

Segundo Roque (2018), d’Alembert afirmava, que o uso das quantidades infinitamente
pequenas pode abreviar as demonstragdes, mas que ainda assim elas ndo devem ser aceitas, ja
que ¢ preciso deduzir as propriedades das curvas com “todo o rigor” necessario. Sem 0s
infinitésimos, d’Alembert definiu infinitamente grande em termos de limites. Prosseguiu
definindo quantidades infinitamente grandes de ordem superior de modo parecido ao utilizado
atualmente ao tratarmos de ordens de infinito em relagcdo a fungdes. Boyer (1996) afirma que
d’Alembert negava o infinito atual, pois pensava em grandezas geométricas € ndo na teoria
dos conjuntos proposta um século depois.

Podemos evidenciar um obstaculo epistemologico neste contexto, dado que a presenca
da nocdo de infinitamente pequeno dificultou a nog¢do de limite, mas a0 mesmo tempo o
infinitesimal também foi um fator de progresso uma vez que a no¢ao de limite foi
desenvolvida em parte na reacdo contra o infinitamente pequeno.

Uma das desvantagens apontadas por Baron (1985) no conceito de limite de
d’Alembert ¢ a afirmagdo de que a varidvel ndo pode alcangar seu limite. Entendemos o
pressuposto de que as varidveis sdo continuas em seus dominios e ndo ultrapassam certos
valores. Nesse sentido, o conceito de limite toca na questdo da continuidade referente ao
conceito de variavel. Sem uma explicagdo mais sélida sobre isso, o conceito de limite nao foi

bem aceito.
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As terminologias utilizadas para conceituar limite até aqui ddo a ideia de movimento
no tempo, a varidvel deve aumentar ou diminuir com relagcdo ao seu limite, mas ndo deve
oscilar, nem voltar, se remetendo a uma nocao geométrica da diferenca entre uma grandeza
variavel e uma grandeza constante, se manifestando como mais um obstaculo epistemologico
a ser superado posteriormente. Ao considerar as varidveis como crescentes ou decrescentes,
d’Alembert remete-se a ideia clara de limite como uma fronteira, pois s6 pode estar situado na
fronteira do dominio da varidvel.

Roque (2018) esclarece que o desenvolvimento das ideias fundamentais do Célculo
ndo se deu somente no interior da matematica. Durante os séculos XVII e XVIII, as discussoes
acerca de sua natureza e legitimidade dos métodos infinitesimais se inseriam em um dominio
amplo que incluia além da matematica, a filosofia e a fisica. Bos (1985) salienta que ndo havia
uma distingdo clara entre a analise e campos da fisica matematica. Até neste ponto, o Calculo
lidava principalmente com variaveis, até se desenvolver a no¢do de funcdo pela utilizagio
desta nogdo nos diversos campos das ciéncias naturais, e se entender a ideia de o Calculo
operava com fungoes.

Faremos um breve comentdrio de como os autores dos manuais abordam as
contribui¢cdes de Leonhard Euler (1707 - 1783) para o desenvolvimento do Calculo, por mais
que ndo tenha uma formulagdo para a nog¢do de limite por ser determinante a conceituacgao e
funcgdo apresentada por este matematico.

Conforme Boyer (1996), Euler tornou o calculo diferencial € o método dos fluxos parte
da “andlise”, o estudo de processos infinitos, com fundamental importancia para a ideia de
fung¢do definida por ele como “qualquer expressdo analitica formada daquela quantidade
variavel e de numeros ou quantidades constantes” (p. 306), tornando o calculo em um campo
de estudos primariamente geométrico.

Nao foi explicitado por Euler o que ele chamara de expressao analitica, para Bos
(1985), mas pareciam incluir expressdes algébricas e expressdes que envolviam fungdes
elementares transcendentais. Numa posterior explicacdo de Euler, chamou de fung¢do
“qualquer variavel que dependa de outra de tal modo que, quando a segunda varia, a primeira
também varia” (Bos, 1985, p. 36).

Boyer (1996) considera ingénua a atitude de Euler somente considerar fungdes bem

comportadas. Entendemos esse julgamento feito por Boyer (1996) advindo de um olhar do
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hoje para o passado, deixando de valorizar os feitos de Euler pelo o que havia disponivel na
época. Bos (1985) esclarece que Euler supunha que as func¢des, de modo geral, fossem bem
comportadas, pois tinham as mesmas propriedades que as expressoes analiticas mais comuns.
Essa suposi¢ao remonta a “problemas” de continuidade e diferenciabilidade.

Conforme Bos (1985), Euler afirmou em 1755, em seu livro sobre célculo, que
quantidades infinitamente pequenas nao existiam, argumentando que as quantidades menores
que qualquer quantidade finita sdo iguais a zero. Entretanto, para Euler os zeros podem ter
uma razao finita. Assumia que diferenciais sao simbolos para quantidades que sdo zero, mas,
no entanto, sdo qualitativamente diferentes.

Entre as abordagens de Euler, Roque (2011) observa que a operacionalizagao algébrica
do célculo de diferencas leibniziano ¢ justificado com argumentos mecanicos, como o da
possibilidade de dividir a matéria infinitamente, ¢ teve uma intensa recep¢ao no periodo da
hegemonia do método analitico.

Bos (1985) faz uma reflexdo sobre como “pensavam” os matematicos anteriores a
Cauchy sobre a fundamentagdo do Calculo. Afirma que os matematicos supunham que
poderiam resolver este “problema” com um argumento profundo e inteligente, a ser posto no
inicio dos livros de Caélculo e tudo que fora estudado estava “correto”. Nesta reflexdo,
podemos perceber como o autor considera o conhecimento matematico anterior como um
obstaculo para a produ¢ao do conhecimento novo. Bos (1985) ainda considera que o problema
so seria resolvido a partir do desenvolvimento do rigor (fazendo alusdo ao rigor do século
XIX) na defini¢do dos conceitos basicos da andlise.

O segundo matematico a ser destacado neste trabalho ¢ Augustin-Louis Cauchy (1789 -
1857) que teve como motivagdo para o desenvolvimento de definicdes mais precisas dos
conceitos no ambito do Calculo, segundo Boyer (1996), o estudo de variaveis reais e variaveis
complexas que ndo eram possiveis de serem representadas em duas dimensodes. Roque (2018)
j& apresenta como motivacdo a preocupagdo didatica na maneira como Cauchy propds
reorganizar a analise de modo a explicar melhor seus conceitos basicos.

O principal objetivo dos livros de Cauchy, segundo Bos (1985), seria reconciliar o
rigor, da andlise, com um entendimento mais simples sobre as quantidades infinitamente

pequenas.
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Para Cauchy, a varidvel ¢ uma quantidade numérica indeterminada que inclui todos os
valores determinados, sem excecdo. As varidveis de Cauchy passavam por varios valores
diferentes, mas nao atingiam, necessariamente, todos os valores, isto ¢, elas podiam ser
limitadas a um dado intervalo (Roque, 2018).

De acordo com Roque (2018), Cauchy definia fun¢do a partir da distingdo entre
variaveis independentes e dependentes: “quando quantidades variaveis sdo ligadas de modo
que, quando o valor de uma delas ¢ dado, pode-se inferir os valores das outras, concebemos
ordinariamente essas varias quantidades como expressas por meio de uma delas que recebe,

299

portanto, o nome de ‘variavel independente’” (p. 332). E as quantidades, expressas por meio
da variavel independente, sdo chamadas de fungdes desta variavel.

Cauchy tornou fundamental o conceito de limite de d’Alembert dando-lhe um carater
aritmético mais preciso, dispensando assim a geometria e infinitésimos ou velocidades:
“quando os valores sucessivamente atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente
de um valor fixo de modo a acabar diferindo dele por tdo pouco quanto se queira, este ultimo
chama-se o limite dos outros todos (Boyer, 1996, p. 355). Boyer (1992) ndo considera essa
defini¢do aceitavel comparado ao que conhecemos como limite atualmente, por ndo esclarecer
os papéis das varidveis depende e independente, assumindo mais uma vez o olhar para a
historia com referéncias a atualidade.

Bos (1985) chama atencao para o conceito de variavel de Cauchy ainda sugerir
aumento ou decréscimos continuos, apresentando um conceito de limite muito parecido com o
de d’Alembert, sem excluir a possibilidade da variavel alcangar o seu limite, e se utilizando
das vantagens da utilizacdo da func¢do e ndo de variaveis.

Boyer (1996) enfatiza ainda que Cauchy definiu o infinitésimo como uma variavel
dependente ao passo que outros o entendiam como um numero fixo muito pequeno: “diz-se
que uma quantidade variavel se torna infinitamente pequena quando seu valor numérico
diminui indefinidamente de modo a convergir ao limite zero” (p. 355), muito préoximo da
definicdo de continuidade que utilizamos hoje. Assim, os conceitos de funcdo e limite de
funcdo eram fundamentais no Calculo proposto por Cauchy.

Ainda sobre o infinitamente pequeno, Cauchy ndo considera uma quantidade
infinitamente pequena como zero, nem como um quantidade constante menor do que qualquer

quantidade finita, mas sim como variavel que se aproxima de zero (BOS, 1985).
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Com Cauchy o limite se dissocia da ideia de quantidades infinitamente pequenas, como
também fornece os elementos necessarios para que essas quantidades se separem do aspecto
metafisico presente até entdo. No entanto, conforme Boyer (1992) esta mesma nogao de limite,
encontra-se associado ainda a ideias intuitivas como valores sucessivos aproximar-se
indefinidamente, e diferenga tdo pequena quanto se queira. Dessa forma, verificamos a
presenga de ideias de movimento que se caracterizam como obstaculo na defini¢do de limite
de Cauchy.

Percebemos um outro obstaculo epistemologico na defini¢do de limite de Cauchy
ligada a falta de simbologia adequada, pois ele ndo deixou clara a dependéncia entre a
vizinhang¢a do ponto em que se calcula o limite e o da proximidade do ponto que € o limite.

Para Roque (2018), ao procurarmos na obra de Cauchy antecedentes das nocgdes
modernas em andlise, podemos nos deparar com erros que frustrardo nossas expectativas.
Concordarmos com a autora ao afirmar que poderia ser mais proveitoso ver Cauchy como
alguém que buscava um tipo de rigor que ja ndo era o do século XVIII, fundado na
algebrizagdo, mas que também nao era o rigor desenvolvido no século XIX.

Eves (2011) cita as contribui¢des de Cauchy, em 1821, para o Célculo ao definir entdo
continuidade, diferenciabilidade e integral definida em termos do conceito de limite,
enfatizando que Cauchy ndo havia atingido o verdadeiro cerne das dificuldades na procura de
uma fundamentacao so6lida para a andlise, pois a teoria dos limites fora construida embasada
em uma nog¢ao simples de numero real. Eves (2011) ndo cita as defini¢des dadas por Cauchy,
nem aprofunda o assunto.

A nocgdo de limite refere-se a fungdes cujos valores sdo pontos € ndo subconjuntos de
um espacgo topologico. O termo “diferenga” que aparece de diferentes maneiras nas defini¢des
de limite deve ser entendido como determinado pela topologia do espaco. Se atualmente a
ideia de limite esta intimamente relacionada com a operacdo de fechamento topoldgico, a
intuicdo geométrica, em algumas situagdes, influéncia o pensamento do mais proximo estar
associado a fronteira do conjunto. Entendemos essa situacdo advinda de um obstaculo de
cunho geométrico que s6 podera ser superado com um conceito bem formado de numero real.

Uma das grandes dificuldades da histéria do conceito de limite, compreendida também
como obstaculo epistemoldgico, nesta altura, era de abstrair do contexto geométrico a

cinematica, ndo para trabalhar a “grandeza”, mas sim os nimeros. A nog¢do de limite
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precisava destes obstaculos para que pudesse passar de um estdgio embriondrio para outro de
sua construcdo. O aparecimento do conceito geral de funcdo foi um ponto decisivo que
permitiu no século XIX uma clara articulacdo da nogao de limite livre da intuigdo geométrica
e fisica.

Com a nog¢ao de limite formulada, Karl Weierstrass (1815 - 1897) formaliza o Calculo,
introduzindo a linguagem dos Epsilons (g) e Deltas (§). No topico denominado “a
aritmetizagdo da analise”, Boyer (1996) cita as contribui¢des de Weierstrass para o conceito de
limite. Weierstrass tentou separar o Calculo da geometria e basea-lo no conceito de niumero.
Percebeu que para fazer isso, era necessario dar uma definigdo de numero irracional
independente do conceito de limite. Entdo, Weierstrass decidiu a questdo da existéncia do
limite de uma sequéncia convergente tomando a propria sequéncia como numero ou limite,
corrigindo o erro logico de Cauchy. Boyer (1996), nesta obra, ndo apresenta a defini¢ao
formal de limite dada por Weierstrass.

O problema bésico a ser resolvido concernente ao rigor em andlise, segundo Bos
(1985), estava relacionado ao conceito que quantidade, assumida essencialmente como
geométrico até o século XVIIL. Ao retirar desse conceito todas as conotagdes geométricas e
tomar quantidade como numero real, foi possivel formalizar a analise.

Boyer (1992, p. 27), nesta outra obra, evidencia a definicdo do conceito de limite
apresentada por Weierstrass: “diz-se que L ¢ um limite da funcdo f(x) para o valor x = a se,
dado qualquer nimero positivo €, existe um nimero positivo § tal que |f(x) — L| < & para
qualquer x que verifique 0 < |x — a| < §. Nesta definicéo, ¢ a fungdo que tem um limite, ndo
a variavel. Percebemos que Boyer (1992) enaltece a beleza matematica desta defini¢do, bem
como a resolugcdo das lacunas légicas que ela, juntamente com o desenvolvimento do
formalismo de outros conceitos a época resolvem no ambito da matematica.

Assim, segundo Eves (2011), Weierstrass defendeu um programa, a aritmetiza¢do da
analise, no qual o sistema dos nimeros reais fosse rigoroso e hoje a analise pode ser deduzida
logicamente de um conjunto de postulados que caracterizem o sistema dos nimeros reais.
Eves (2011) e Roque (2018) ndo apresentam a defini¢do de limite de Weierstrass. Eves (2011)
comenta de forma genérica a contribui¢do de Weierstrass para a formalizagdo deste conceito e

Roque (2018) foca no desenvolvimento do conceito de rigor desta época.
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Ao observar os modos de apresentacdo do desenvolvimento do conceito de limite a luz
de d’Alembert, Cauchy e Wieirstrass, percebemos, principalmente em Boyer (1996, 1992) e
Eves (2011) frases que remetem ao julgamento do passado com os olhos do presente. Roque
(2018) ¢ mais cuidadosa e critica a este modo de analisar a historia.

De modo geral, nesta andlise percebemos o aspecto dinamico como obstaculo
epistemoldgico muito presente no conceito de limite até Weierstrass, que se deve, em grande
parte, a aproximacdo dos conceitos matematicos com outras areas do conhecimento, que
utiliza a matematica como ferramenta de interpretagdo de fendomenos, permanecendo, até
Cauchy, a questao de saber se uma grandeza variavel atingiu o seu limite ou nao.

Em seguida, temos os obstaculos relacionados a dificuldade de abstrair da geometria e
da cinematica os elementos necessarios para se trabalhar com numeros. Os obstaculos
epistemologicos estavam ligados a interpretacdo geométrica das grandezas, a interpretagao
dindmica do conceito de variavel, e, as interpretagdes metafisicas dos conceitos de
continuidade. Temos ainda os obstaculos relativos a noc¢ao de fun¢do que enfatiza a concepcao

de continuo, nesse contexto, de Leibniz até¢ Cauchy.

4 REFLEXOES SOBRE O TEMA E DESDOBRAMENTOS FUTUROS

Consideramos o estudo sobre o conceito de obstaculo epistemoldgico um desafio para
o educador matematico, no sentido de se pensar sobre a natureza da matematica e como esse
conhecimento se desenvolveu epistemologicamente. Talvez esse desafio seja uma das chaves
de superacdo das dificuldades conceituais e didaticas de muitos professores de matematica em
quaisquer niveis de ensino. Por essa reflexdo consideramos que este tipo de desafio podera
proporcionar investimentos académcios em busca de contribuigdes para uma compreensao
mais ampla sobre o tipo de conhecimento que o professor de matematica deve desenvolver ao
aceitar a tarefa de ensinar.

Neste artigo nos preocupamos em entender como as narrativas dos autores de manuais
de Historia da Matemdtica nos possibilitam refletir sobre os obstaculos epistemologicos
inerentes ao desenvolvimento das ideias de limite de fungdo na perspectiva de Bachelard.
Percebemos a possibilidade de refletir sobre esta tematica ¢ nos debru¢amos na anélise de
alguns manuais de Historia da Matematica muito utilizados no Brasil, Boyer (1992; 1996),

Eves (2011), Bos (1985) e Roque (2018), com o objetivo de apresentar um estudo dos
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obstaculos epistemologicos no desenvolvimento do conceito de limite de funcdo a partir dos
referidos manuais com o olhar para a sua superagdo no processo de formagao do conceito.

Embora matematicamente, toda a nog@o de limite esteja contida na sua definicdo em £
e &, existe uma lacuna entre o conceito (no sentido intuitivo) de limite, ¢ a defini¢do da nogao
de limite. Esta lacuna ¢ proveniente do proprio conceito € ao modo que podemos defini-lo. O
aspecto dinamico nao ¢ desenvolvido pela defini¢do, que € estatica.

Nao ¢ incomum o conceito intuitivo de limite e a sua definicdo formal serem
compreendidas de maneira independente. E possivel internalizar da definigdo o suficiente para
lidar com a maioria dos exercicios que possamos encontrar durante um estudo a nivel de
graduacao sobre o assunto, sem adquirir necessariamente o conceito intuitivo de limite. Por
outro lado, também ¢ possivel compreender uma série de aspectos fundamentais do conceito
de limite (por exemplo, aproximagdo), sem entender a definicdo em € e §.

Ha muita discussdo sobre se considerar obstaculos epistemologicos encontrados na
historia de determinado conceito resistentes nos alunos da atualidade. Nao temos essa
interpretagdo determinante da utilizagao pedagogica do estudo dos obstaculos epistemologicos
para o ensino de matemadtica, mas entendemos que pode ser usado para esclarecer as
dificuldades dentro dos desenvolvimentos conceituais. Por isso, a preocupacdo, no contexto
deste trabalho, de compreender como podemos identificar potencialidades para a superagdo
dos obstaculos epistemoldgicos para o ensino de limite de fungao, a partir da perspectiva de
Brousseau.

Observando os obstaculos evidenciados neste trabalho, propomos que se faca um
estudo histérico do desenvolvimento desse conceito. Este estudo, orientado pelo professor,
possibilita ao aluno uma visdo mais ampla e localizada em termos socio-historico-cultural da
construcao do conceito de limite e dos entraves encontrados em seu desenvolvimento.

O estudo histérico pode se iniciar com a tarefa, para os estudantes, de uma pesquisa
quanto ao desenvolvimento do conceito de limite. Essa tarefa pode ser dividida entre grupos
de alunos, com temas pré-estabelecidos. Sao sugestdes: Invencao do Calculo, Calculo de
Newton, Calculo de Leibniz, Conceito de limite de d’Alembert, Conceito de limite de
d’Alembert, Formalizacdo do conceito de limite etc. Estes temas sugeridos estdo focados no

estudo das defini¢cdes de alguns matematicos quanto ao conceito de limite com o objetivo de
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possibilitar uma discussdo entre as concepgoes de limite estudados e os conceitos até entdo
compreendidos pelos alunos.

A partir de entdo, sugerimos uma discussao das dificuldades que os matematicos
tiveram pra se chegar a defini¢ao formal de limite, se essas dificuldades sdo as mesmas que os
alunos encontram nas defini¢des construidas por eles, observando os obstaculos que
precisavam ser transpostos.

As possiveis dificuldades que podem emergir nos dialogos entre os alunos, ou até
mesmo podem ser provocadas por reflexdes provocadas pelo professor, podem ser associadas
aos obstaculos identificados na analise dos conceitos de limite de d’Alembert, Cauchy e
Weierstrass. Quais as suas aproximacdes e diferengas com o modo que estudamos hoje? O que
faltava, matematicamente, ser desenvolvido para que uma definicdo se aproximasse mais da
outra?

Dando énfase aos aspectos dindmicos do conceito de limite, pode ser realizada uma
discussdo das caracteristicas de movimento presente na nogao intuitiva de limite a partir do
contexto histérico do qual se originou, estabelecendo também uma discussdo quanto as
grandezas atingirem ou nao o seu limite. Ressaltamos ainda a importancia de se ater no ensino
de Célculo o método geométrico aliado ao método aritmético/algébrico, por cada um
proporcionar as interpretagcdes necessarias para a apreensao do conceito de limite.

Outra possivel discussdo pode ser feita em torno das dificuldades encontradas
historicamente de abstrair do contexto geométrico a cinemadtica, ndo para trabalhar a
“grandeza”, mas sim os numeros, chegando assim, na defini¢do formal de limite. O que ¢
significa na defini¢do de limite de fun¢ao? O que 6 significa na defini¢do de limite de fungdo?
Qual o significado da relacdo entre € e § na defini¢do formal de limite de fun¢do? Por que
devemos busca-la? Sao perguntas que podem ser feitas nesta discussao.

Entendemos que os apontamentos dados possibilitam seguir um norte no ensino de
limite a partir de “onde o aluno estd”, por via do didlogo dos estudantes entre os mesmos e
com o professor, permitindo que as compreensdes do aluno nao se transformem em obstaculos
para sua aprendizagem, mas sim, o propulsor para a constru¢do de uma nova compreensao
mais solida mediada pelo professor.

Em termos de aprofundamento teérico para o professor, entendemos que o estudo dos

obstaculos epistemoldgicos superados ao longo do desenvolvimento historico do conceito de
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limite proporcione uma visdo mais geral do Calculo e, a0 mesmo tempo, mais especifica no
sentido de possibilitar a criacdo de ferramentas didaticas mais eficientes para o ensino deste

conceito.
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