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RESUMEN
La investigacion trata sobre los elementos historicos, conceptuales y didacticos de la derivada
presente en cinco (5) Libros de Texto de Calculo (LTC) que utilizan los profesores del area
Matematica Aplicada (MA) en la Universidad Pedagogica Experimental Libertador (UPEL)
Instituto Pedagogico de Miranda “José Manuel Siso Martinez”(IPMJMSM). Consiste en un estudio
tedrico descriptivo, empleando técnicas de Analisis de Contenido para dar respuesta a la siguiente
interrogante: (Qué elementos histdricos, conceptuales y didacticos estan presentes en los LTC
utilizados por los profesores de MA en el estudio del concepto de la derivada? Las conclusiones del
trabajo muestra que en los LTC hay escasos elementos relacionados con la evolucion histérica de los
conceptos matematicos, no se establecen conexiones entre las ideas geométricas y fisicas con la
definicién formal del concepto. La resolucion de ejercicios y problemas matematicos constituyen los
enfoques didacticos empleados por los autores de las obras en el estudio de la derivada.
Palabras Clave: Elementos histéricos, conceptuales y didacticos, libros de texto de calculo,
derivada.

HISTORICAL, CONCEPTUAL AND DIDACTIC ELEMENTS IN THE CALCULATION
TEXTBOOKS: A STUDY ON THE CONCEPT OF THE DERIVATIVE.

ABSTRACT

The research deals with the historical, conceptual and didactic elements of the derivative present in
five (5) Calculus Textbooks those teachers of the Applied Mathematics (AM) area use in the
Pedagogical Experimental University of Libertador (UPEL) Pedagogical Institute of Miranda "José
Manuel Siso Martinez" (IPMJMSM). It consists of a descriptive theoretical study, using Content
Analysis techniques to answer the following question: What historical, conceptual and didactic
elements are present in the Calculus Textbooks used by AM teachers in the study of the concept of
the derivative. The conclusions of the work show that in the Calculus Textbooks there are few
elements related to the historical evolution of the mathematical concepts, no connections are
established between the geometric and physical ideas with the formal definition of the concept. The
resolution of exercises and mathematical problems constitute the didactic approaches used by the
authors of the works in the study of the derivative.

Keywords: historical, conceptual and didactic elements, textbooks of calculation, derivative.

INTRODUCCION
Los libros de texto de matematica representan un recurso didactico indispensable para el
profesor y estudiante de matematica, constituyen un medio fundamental para el estudio tedrico de
conceptos, teoremas, propiedades y el desarrollo préactico de ejercicios y problemas que se proponen
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en el contexto del aula. Desde las primeras etapas de la educacidn basica hasta el nivel universitario,
el texto de matematica es utilizado como un recurso que permite orientar los procesos educativos en
el desarrollo de conocimientos disciplinares e interdisciplinares.

El autor de esta investigacion considera de suma importancia estudiar desde un punto de
vista conceptual y didactico las actividades matematicas que proponen los textos, como una mirada
para el andlisis de los conceptos matematicos, su significado y aplicaciones (intra o extra
matematicas), sabiendo que el texto como recurso de ensefianza y aprendizaje, tiene sus influencias
en la forma en cdmo perciben, conciben, ensefian y aprenden los profesores y estudiantes de
matematica los conceptos en el &mbito educativo o fuera de él.

Se realiz6 un estudio descriptivo siguiendo la técnica de analisis de contenidos (Martinez,
2004) a un conjunto de libros de texto de Calculo a nivel universitario, atendiendo a una serie de
categorias emergentes (ob. cit) obtenidas en una entrevista realizada a profesores de Matematica
Aplicada del IPMIJMSM.

En el IPMIJMSM, Matematica Aplicada es un area de conocimiento, forma parte de los
Concursos de Oposicion que se desarrolla en el Departamento de Ciencias Naturales y Matematicas
para los profesores que deseen trabajar como personal fijo de la institucién en los cursos:
Introduccion al Calculo, Calculo Diferencial, Calculo Integral, Céalculo de Varias Variables,
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Topicos en Calculo Numérico, Tépicos en Calculo | y Topicos
en Calculo II.

Estas categorias emergentes constituyeron la base fundamental que guid la descripcion y
analisis de los textos consultados; posteriormente se describiran los criterios utilizados para la
seleccion de los libros de texto de Célculo y su andlisis, dichas categorias tienen ver con algunos
aspectos histdricos, conceptuales y elementos didacticos que surgen de la entrevista a los profesores,
provenientes de otra investigacion realizada por el autor, titulada: concepciones y creencias sobre la
derivada y su ensefianza, puesto que la pregunta en dicha investigacion estuvo orientada a indagar
sobre los sistemas de representacion que tiene el concepto de la derivada desde un punto de vista
matematico y extra matematico, presente en estos materiales educativos (Libros de texto).

El analisis de contenidos de los libros de texto tuvo como tema de estudio la derivada, tépico
presente en los programas de los cursos: Calculo Diferencial (especialidad de Matematica),
Matematica General (especialidad de Electricidad, Electrénica y Mecénica Industrial) y Matematica
Aplicada (Especialidad de Fisica) del IPMJMSM.
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Las razones por las cuales se decide estudiar el tema de la derivada, en los libros de textos, se
expondra en el desarrollo de este apartado.

De seguidas, se describen los criterios utilizados para la seleccion de los textos de Calculo, la
delimitacion, categorias y analisis de la documentacion, finalmente, se presentan los resultados
obtenidos y su discusion.

CRITERIOS PARA LA SELECCION DE LOS LIBROS DE TEXTO.
Los criterios utilizados para la seleccion de los textos de Céalculo fueron los siguientes:
= Textos de Calculo referenciados en el programa del curso CalculoDiferencial en el
IPMJIMSM, los cuales para su seleccion se tomaron sélo aquellos que utilizan los
profesores de Matematica Aplicada en dicho curso.
= Otros textos de Calculo que utilizan los profesores de Matematica Aplicada en el
curso Célculo Diferencial, no referenciados en el programa del curso.

A continuacién, se presentan los textos de Calculo segun la bibliografia del programa del
curso Célculo Diferencial del IPMIMSM.

= Bers, L. (1972). Calculo Diferencial e Integral. México: Editorial Interamericana.

= Larson, H. (1989). Calculo con geometria analitica.Madrid: Mc. Graw- Hill.

= Leithold, L. (1992). El célculo con geometria analitica.México: Harla.

= Protter, M y Morrey, Ch. (1980). El calculo con geometria analitica.México: Fondo
Educativo Interamericano.

= Purcell, E. (1993). Calculo con geometria analitica.Madrid: Prentice Hall.

=  Swokowski, E. (1992). Célculo con geometria analitica. México: Wadsworth
Internacional Iberoamérica.

= Taylor, H. (1971). Calculo diferencial e integral. México: Limusa.

Es importante sefialar que los textos de Calculo referenciados en el programa del curso
Calculo Diferencial en el IPMIJMSM tienen fechas de edicion y publicacion no actualizadas que van
desde los afios (1970) hasta los afios (1990), para ser méas preciso hasta el afio 1993, razén por el
cual, algunos profesores de esta institucion pedagogica prefieren utilizar textos que no estan
incluidos en dicho programa, tal como se muestra en el cuadro 1. Las razones por las cuales los
profesores utilizan otros textos fuera del programa del curso, segun la entrevista realizada a los
mismos, se deben a ciertos criterios y/o caracteristicas que los textos de Calculo presentan, tales
como: (1) Resefas historicas del concepto, (2) Enfoque conceptual del autor en relaciéon con las
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definiciones, teoremas, propiedades, etc., (3) Ejercicios y problemas de aplicacién que proponeny,
(4) Propuestas didacticas para aplicar en el aula.

Basado en los criterios anteriores, realizamos el analisis de los textos de Calculo que utilizan
los profesores de Matematica Aplicada para el estudio del concepto de la derivada, con la finalidad
de estudiar algunos elementos presente en el contenido de las obras consultadas, en relacion a los
conceptos, actividades matematicas y propuestas didacticas y/o metodoldgicas que serian
fundamentales aplicarlas dentro del contexto del aula.

En este sentido, los libros de texto seleccionados son (5) cinco: (2) dos de las obras estan
referenciadas en el programa del curso y los (3) tres restantes son textos adicionales utilizados por
los profesores de Matematica Aplicada del IPMJMSM en el contexto del aula para el estudio del
tema de la derivada de una funcion, tal como se presenta en el siguiente cuadro.

Cuadro 1. Descripcion general de los textos.

Autor(es) Titulo de la obra lera Edicion Pais Editorial
edicion  consultada
Larson. R., Cdlcudo s.f. Tma México Mc Graw Hill

Edwars,B.,y diferencial e
Hostetler. R.  integral

Leithold, L. El célcudo s.f. 7ma México Oxford
Sdenz, J Cdlculo s.f 2da Venezuela Hipotenusa

diferencial con

fimciones

trascendentes

tempranas para

ciencias e

ingenieria.
Swokowski. Cdélcudo con 1975 2da EE.UU Wadsworth
E. geomertria Internacional

analitica Iberoamérica
Stewart. J. Cdlcudo: s.f. Jera México Thomson

concepros y
contextos.

Las obras de Swokowski (1992) y Leithold (1992), asi como sus nuevas ediciones, ha sido
considerado por los profesores de Matematica Aplicada como clasicos en la ensefianza/aprendizaje
del célculo en el IPMJMSM, por tal motivo, estas obras fueron seleccionadas para el analisis de su
contenido.

Los autores de las obras de Calculo en la tabla anterior son de nacionalidad extranjera;

aunque el texto de Saenz es editado en Venezuela a través de la editorial Hipotenusa.
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Lo anterior refleja la influencia que han tenido las obras de nacionalidad extranjera en la
ensefanza/aprendizaje del Calculo a nivel universitario, tal como se puede evidenciar en el
programa del curso Célculo Diferencial del IPMJMSM, esto puede ser debido a razones como: (1)
El tradicionalismo que representa la obra en la ensefianza/aprendizaje para los estudiantes y
profesores que se forman en la instituciones educativas, (2) La influencia que ejerce el mercado en
la venta de los textos, y (3) La existencia de pocos autores venezolanos que se han aventurado a
publicar textos educativos universitarios relacionados con el Calculo.

En relacion con lo anterior, podemos citar algunos libros de texto de Céalculo de autores
venezolanos como Introduccién al Calculo de Antonio Davila, Pedro Navarro, y José Carvajal
(2006) de la editorial Mc Graw-Hill obra destinada al estudio de los conocimientos matematicos
previos al Célculo, ademas estos autores presentan una introduccién a conceptos y propiedades de
limites y derivadas. Por otra parte, obras publicadas en Universidades e Institutos Universitarios
venezolanos, como Limites de funciones de una variable real y, Derivadas de funciones reales de
variable real de los profesores Gustavo Pereira y Humberto Valera (2006; 2012); la primera
publicacién en Retos y Logros del IPMIJMSM vy la segunda publicacion en la Subdireccion de
Investigacion y Postgrado de la UPEL-Instituto Pedagogico de Barquisimeto; Ecuaciones
diferenciales ordinarias de Mario Cavani (2003) e Integrales Multiples de Aristides Rojas (2006) en
los IV y VIII Talleres de Formacion Matematica (TForMa) en la Universidad de Oriente (UDO), asi
como los libros de Pedro Alson (1999; 2001) Métodos de graficacion y Célculo Basico de la
Universidad Central de Venezuela (UCV).

DELIMITACION Y ANALISIS DE LA DOCUMENTACION

Se delimito el estudio al analisis de los elementos historicos, conceptuales y didacticos que
emplean los autores de las obras de Calculo con respecto al contenido de la derivada, por otra parte,
se pretende describir diversas caracteristicas y elementos esenciales del concepto, desde lo intra y
extra matematico que pudieran ser Gtiles para su comprension.

Se considera el estudio del concepto de la derivada por varias razones: (a) La derivada es uno
de los conceptos fundamentales del Calculo, (b) Reportes de investigacion sefialan que los
estudiantes no tienen conocimiento sobre la esencia y/o significado del concepto, desde un punto de
vista intra y extra matematico, (c) Su conocimiento es importante para el estudio del Calculo
Integral, Célculo de Varias Variables y las Ecuaciones Diferenciales, y (d) El concepto de derivada

es fundamental para el estudio de fendmenos naturales, sociales, econémicos entre otros
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relacionados con el cambio y la variacion, en este sentido, la derivada es considerada por muchos
investigadores Wenzelburger (1993), Dolores Flores, Alarcén y Albarran (2002), Fey (2004),
Dolores Flores (2005), Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares (2008), Pino-Fan, Diaz Godino vy;
Font Moll (2011), Sanchez-Matamoros, Ferndndez, Valls, Garcia y Llinares (2012), Vrancken y
Engler (2014), Garcia Gonzalez y Dolores Flores (2016) como la matematica de los cambios, a
través de sus resultados se pueden tomar decisiones y hacer predicciones sobre el comportamiento
de algunos fendbmenos como la velocidad de un mdvil, la temperatura de un cuerpo, el crecimiento
de una poblacién, entre otros.

Por otra parte, se realizé el andlisis de los contenidos en cada unos de los textos. Este analisis
permitio acercarnos al libro de texto como un escenario de criterios y categorias ya definidas.

La actividad realizada para el analisis de los textos de Célculo se expone a continuacion:

Descripcion de los contenidos y actividades matematicas de los libros de texto de Célculo de
acuerdo a los criterios y/o caracteristicas que los profesores del IPMJMSM consideran que tienen
estas obras desde un punto de vista conceptual y didactico en el estudio del concepto de la derivada.
Previo al analisis, se formularon interrogantes para cada criterio o caracteristicas, tal como se
muestra en el Cuadro 2.

Cuadro 2. Categorias e interrogantes para el analisis de los textos.

Caracteristicas de los textos de Calculo

segin los Profesores de Matemadtica Interrogantes para cada caracteristica
Aplicada del IPMIMSM.

Desarrollo historico del concepto dela ;Qué contenido historico sobre la

derivada derivada presentan los textos de Céleulo?
¢El contenido historico proporciona
informacion necesaria para comprender
la evolucion historica del concepto?

Sobre el concepto de la derivada ;Como definen los textos de Calculo la
derivada?
Sobre las aplicaciones de la derivada ;Qué tipo de actividades (ejercicios y/o

problemas) proponen los textos de
Calculo sobre las aplicaciones de la

derivada?
Propuestas didacticas en el estudiode la  ;Qué propuestas didacticas proponen los
derivada textos de Cdlculo a los profesores de
matematica para el estudio de la
derivada?
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Las interrogantes anteriores, son desarrolladas por el autor de la investigacion, en base a los
comentarios realizados por los profesores de Matematica Aplicada sobre (1) Actividades
matematicas relacionadas con la historia del Calculo, (2) El enfoque conceptual que utiliza el autor
para explicar la derivada de la funcion de una variable real, (3) La importancia de los problemas
matematicos basados en las aplicaciones del concepto y, (4) Algunos métodos y estrategias que
proponen las obras consultadas para el aprendizaje/ensefianza de los conceptos matematicos como,
por ejemplo, la derivada.

Estas interrogantes (cuadro 2) corresponden a elementos que sirvieron de guia para la
descripcion y el andlisis de las obras consultadas, esto con la finalidad de determinar qué aspectos
conceptuales, historicos y metodologicos toma en cuenta los autores de los libros de textos para el
estudio de los conceptos matematicos, tales como la derivada de la funcion de una variable real,
considerando también la importancia que representan las actividades y las estrategias
metodoldgicas, que proponen estas obras, en el contexto del aula.

Para efectos del presente trabajo, se discutiran los siguientes aspectos: A-Enfoque historico y
conceptual en los libros de texto y, B-Enfoque didactico en los libros de texto.

RESULTADOS Y DISCUSION.
A-Enfoque Histdrico y Conceptual en los Libros de Texto

Al: Desarrollo histérico del concepto de la derivada.

No se puede decir mucho del desarrollo historico que presentan los textos consultados
Swokowski (1979), Leithold (1998), Saenz (2005) y Larson, Hostetler y Edwars (2005), Stewart
(2006), sobre los tres conceptos fundamentales del Calculo infinitesimal, si bien es cierto pudieran
haber muchas causas o0 motivos en relacién a esta problematica, entre ellas se podrian considerar dos
principales: (1) EI autor no considera importante presentar aspectos histéricos que dieron origen a
los conceptos matematicos y prefieren dedicar mas espacio al desarrollo teorico-practico de
conceptos, propiedades, teoremas, ejemplos, ejercicios y/o problemas y, (2) Las editoriales limitan a
los autores a escribir en un nimero determinado de paginas, razén por la cual prefieren abordar el
contenido matematico basico, comun en el estudio del Calculo Diferencial.

En las obras de Swokowski (1979) y Leithold (1998) considerados por algunos profesores de
matematicas del IPMJMSM como clasicos para la ensefianza/aprendizaje del Calculo, en cada uno
de sus capitulos enfatizan en el desarrollo tedrico-préactico, es decir, en el contenido intra

matematico de los temas, el aspecto historico escasamente se ve reflejado en el predmbulo, antes del
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comienzo del primer capitulo, en el cual se mencionan a los padres y creadores del Calculo
Infinitesimal y algunos precursores y sucesores de los mismos.

En la obra de Séenz (2005) se puede evidenciar, aunque de forma breve, contenidos
historicos relacionados al Célculo, en primera instancia, al comienzo de cada capitulo presenta la
biografia de grandes matematicos del siglo XVIy XVII, tal como se muestra en el siguiente cuadro:

Cuadro 3. llustres matematicos del siglo XV1y XVII en la obra de Saenz (2005).

Capitulo Tema Matematicos del siglo XVI y XVII que
contribuyeron al origen del Cdlculo Diferencial

I Funciones Reales René Descartes (1596-1650)

II Limites y continuidad ~ Leonardo Euler (1707-1783)

III  Diferenciacion Isaac Newton (1642-1727)
IV Otras técnicas de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
derivacion

VvV Aplicaciones de la Guillaume F.A. Marqués de L 'Hopital (1661-
dervada 1704)

La escogencia de estos grandes matematicos, en cada uno de los capitulos en la obra de
Séenz, pareciera tener sus razones en los contenidos de los temas presentados en la tabla, el autor no
hace referencia a ello, ni explica los motivos por el cual presenta la biografia de estos ilustres
matematicos.

La presencia en el capitulo | de la biografia de René Descartes pareciera estar relacionado
con la importancia que tiene el sistema de coordenadas cartesiana en la representacion grafica de
funciones. En el capitulo Il hace referencia a Leonard Euler, al parecer su presencia tiene que ver
con el contenido que presenta el texto relacionado con el nimero e en el estudio de los limites. En
los capitulos 111 y 1V la relacion es obvia, los dos matematicos que se muestran en la tabla anterior,
son llamados los padres del Célculo Infinitesimal y, por lo tanto, del Célculo Diferencial, por altimo,
en el capitulo V se encuentra Guillaume F.A. Marqués de L"Hopital, en los contenidos para este
capitulo se presenta la famosa regla de L"Hépital para calcular limites de ciertas formas

indeterminadas.
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Llama la atencion que luego de exponer las biografias de estos ilustres matematicos, Saenz
presenta, a manera informativa, algunos acontecimientos ocurridos en América y en el mundo
hispano durante las épocas de vida de los grandes matematicos referidos anteriormente. Tales
acontecimientos, forman parte de la cultura general, donde el autor pareciera tener intenciones de
motivar al lector al estudio de otros campos del saber, principalmente en lo relacionado con la
historia universal.

Por otra parte, Larson y otros (2005) también presentan breves resefias histéricas sobre
ilustres matematicos e incluye la participacion de la mujer en el estudio del Célculo, tales como:
Grace Chisholm Young (1868-1944), Maria Agnesi (1718-1799) y Emilie de Breteuil (1706-1749),
aunque las resefias histéricas que presentan los autores son muy breves, desplegadas por lo general
al lado izquierdo de las paginas, las mismas se enfocan en las contribuciones que dieron los insignes
matematicos y matematicas con relacién a los conceptos, definiciones, teoremas y propiedades, mas
que describir sus biografias.

No es muy comun ver en los textos de calculo y otras obras relacionadas a las ciencias, la
participacion de la mujer en el desarrollo del conocimiento cientifico, algunas investigaciones
sefialan que en nuestro tiempo todavia se evidencia la discriminacion de la mujer en los libros de
texto, por ejemplo, Serrano (2007) realizé un estudio donde se discute sobre la discriminacion de la
mujer en los libros de texto de la Educacion Basica (E.B.) venezolana, en especial en las obras de 7°
grado de E.B.

En relacion a los conceptos fundamentales del Calculo como es el limite y la derivada, solo
se mencionan en breves parrafos indicios sobre el origen de los conceptos y poco sobre la evolucion
histdrica que llevo a su formalizacion. La mayoria de los textos sefialan que el origen del concepto
de la derivada se debe a dos problemas fundamentales del siglo XV1I: (1) Encontrar rectas tangentes
a una curva, y (2) Hallar la velocidad instantdnea de un objeto en movimiento. Larson y otros (2005)
incluyen de una forma explicita, al inicio del contenido de la derivada, otros problemas que dieron
origen al estudio del Caélculo, tales como: el Céalculo de maximos y minimos para representar
graficamente el comportamiento de las funciones y el Célculo de areas de regiones bajo una curva.

En este sentido, se puede decir que la mayoria de las obras consultadas poco enfatizan desde
un punto de vista histérico las razones que llevaron a los ilustres matematicos a relacionar, desde un
punto de vista conceptual, los problemas que dieron origen al Célculo, esta relacion s6lo se puede

observar en las obras de una forma implicita cuando se estudia intuitivamente el concepto de la
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derivada de una funcién, principalmente en los problemas para encontrar rectas tangentes a una
curva y hallar la velocidad instantanea de un objeto en movimiento.

En relacion con lo anterior, es importante para el conocimiento matematico la comprension
del origen histérico de los conceptos matematicos por varias razones fundamentales, una de ellas es
ver que las mismas no estan desligadas de un contexto histdrico y no surgen de la nada, al contrario
conceptos como limite y derivada son producto del conocimiento cientifico desarrollado a través la
historia, que emergen de la busqueda de soluciones a problemas de suma trascendencia en diversos
contextos y épocas de la vida del hombre, tales como el problema de la recta tangente a una curva y
el movimiento de los objetos.

Los textos de matematica como recursos didacticos pueden servir de herramienta que
permite promover en los docentes y estudiantes el estudio de la historia de la matematica,
principalmente en aquellos aspectos relacionados con el desarrollo histérico de conceptos
matematicos. Mucho se sabe que en las instituciones educativas la mayoria de los docentes de
matematica prefieren enfocar las clases desde un punto de vista conceptual, con el aprendizaje de
técnicas memoristicas y algoritmicas en el desarrollo de problemas y ejercicios, y poco espacio
dejan para el desarrollo cultural e historico de los conocimientos matematicos y sus vinculaciones

con la realidad.

A2: Sobre el concepto de la derivada.

Todos los textos de Calculo enfocan el concepto de la derivada tomando en cuenta el
problema historico que dio su origen: (1) Desde un punto de vista geométrico con el estudio de la
recta tangente a una curva, y (2) Desde un punto de vista fisico, hallando la velocidad instantanea de
un objeto en movimiento.

Para el estudio de la recta tangente a una curva es muy comun observar en los textos la
representacion grafica de una curva y una recta secante, tal como se puede ver en Saenz (2005, p.
163); Swokowski (1979, p. 87); Leithold (1998, p. 101) y Larson y otros (2005) o un conjunto de
rectas secantes (Leithold 1998, p. 101) con un punto en comun, mayormente el punto es denotado
por P. En Saenz (2005), el punto es denotado por A y Larson y otros (2005) utilizan sélo las
coordenadas (c, f(c)) para denotar al punto. Para la interpretacion geométrica de la recta tangente a
una curva se requiere que el lector desarrolle sus cualidades imaginativas sobre la ilustracion grafica
de la recta secante, con el fin de comprender su caracter dindmico dentro del concepto, relacionado

con el movimiento o desplazamiento de dicha recta, teniendo en cuenta que en la representacion
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grafica, el punto P es fijo en la recta secante y su otro punto, llamado Q se va acercando al punto P,
en este sentido, mientras mas se aproxime al punto P, la recta secante se va aproximando cada vez
mas a una recta tangente en P.

La mayoria de los autores de las obras consultadas asume el caracter dindmico del
movimiento del punto Q sobre la grafica de la curva, que se acerca, se aproxima o tiende al punto P,
como una forma de imaginar el movimiento de la recta secante, aunque €S un error pensar que un
punto tiene movimiento o se mueve en el plano, tales como los autores mencionados lo exponen en
su obra, es preferible relacionar al punto Q con una particula que se mueve a lo largo de una curva
dada, para no caer en polémicas.

Se puede ver que en ese caracter dinamico que representa la interpretacion geométrica del
concepto de la derivada, se encuentra en forma implicita conceptos fundamentales para comprender
la esencia de su definicion, a saber el cambio, cuando observamos las distintas posiciones que va
tomando el punto Q y la variacion, cuando se estudia las formas de acercamiento, aproximaciones y
tendencias del punto Q al punto P.

Figura 1. Interpretacion geométrica de la derivada [de: Leithold 1998, p. 101].

El lector debe imaginar el “movimiento” del punto Q [El punto Q estd a la derecha o
izquierda del punto P]. Autores como Wenzelburger (1993), Dolores Flores (2005), Sanchez-
Matamoros y otros (2008), Pino-Fan y otros (2011), Sdnchez-Matamoros y otros (2012), Vrancken y
Engler (2014), Garcia Gonzélez y Dolores Flores (2016) coinciden en lo dificil que es para el
estudiante visualizar, como en el ejemplo de la ilustracion, el significado de la recta tangente y su

pendiente. [En la grafica parece no estar presente la recta tangente].
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Por otra parte, existen en el mercado software matematicos y paginas en Internet, que
presentan de una forma dinamica la interpretacion geométrica de la derivada, sin embargo, autores
como (Dolores Flores, 2005; De los Rios y Marquez, 2013) consideran que a pesar del dinamismo
que presentan estos recursos tecnoldgicos, los estudiantes no logran interpretar los procesos de
aproximacion presente en estudio de la rectas secantes y la recta tangente y el significado de sus
pendientes.

Larson y otros (2005) presentan la interpretacion geométrica de la derivada sin asumir el
caracter dinamico del punto y de la recta secante sobre la gréfica, simplemente sefialan la
importancia de “elegir puntos cada vez mas cercanos al punto de tangencia” visualizando a través de
varias secuencias de representacion grafica, las diferentes rectas secantes y su aproximacion a la

recta tangente. Tal como se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Interpretacion geométrica de la derivada (en secuencias). Las ilustraciones muestran a las
rectas secantes y sus aproximaciones con la recta tangente, eligiendo puntos cada vez mas cercanos
al punto de tangencia (c, f(c)).

Ax—0 ' (c. f(c)
Recta tangente Recta tangente

Un término importante que presentan los textos de Calculo es el de tendencia o
aproximacién, un concepto fundamental en el estudio de los limites, ninguno de ellos (textos)
muestra la relacion de tal concepto con el estudio de los infinitesimales, es decir, de los valores
infinitamente pequefios que son elementos fundamentales para comprender la esencia del Célculo
Infinitesimal.

Ejemplo muy comun que presentan los textos de Calculo es el problema de hallar la ecuacién
de la recta tangente a la curva en un punto dado, como se puede ver, este tipo de ejemplo permite

evidenciar el contexto histérico que dio origen al concepto de derivada, en relacion con la
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problematica de encontrar la pendiente de la recta tangente a una curva y su ecuacion. Muy poco
textos de Célculo hacen ver al lector sobre los aportes del estudio de la derivada en el estudio de la
ecuacion de la recta tangente a una curva dada.

En relacion con el problema de la velocidad de objetos en movimiento, es muy comdn ver en
los textos de Calculo un ejemplo sobre el desplazamiento de un automdvil con movimiento
rectilineo uniforme acelerado, para introducir los conceptos de velocidad promedio y luego finalizar
con la definicion de velocidad en un instante de tiempo t (velocidad instantanea), utilizando
implicitamente el concepto de razén de cambio como velocidad, para luego formalizar el concepto
de velocidad instantanea con el uso de limites. Todos los autores consultados concluyen que los dos

ejemplos (geométrico y fisico) tienen que ver con el estudio de la derivada.

Figura 3. Distancia recorrida por un vehiculo con movimiento rectilineo. [Para introducir al lector
los conceptos de velocidad promedio e instantanea en la interpretacion fisica de la derivada. Tomado
de Swokowski (1979)].

| e B
P ——— - -+ — —
AN
80 km
' oy B
—— - -t
B e "2 35p

84 km

Un concepto fundamental en el problema fisico de la derivada, es relacionar la velocidad

como una razon de cambio, muy pocos textos hacen esa conexion entre estos dos conceptos,
especificamente en el estudio de las sucesiones de razones de cambio obtenidas a medida que la
variable independiente t (tiempo) se va aproximando a un valor especifico de t, obteniendo asi una

aproximacion de la razon de cambio instantinea o velocidad instantanea.

B-Enfoque Didactico en los Libros de Texto
Actualmente, existe en el mercado una diversidad de textos de Céalculo que proponen a los
lectores, especialmente a los profesores y estudiantes, el desarrollo de propuestas didacticas

aplicables al conjunto de actividades que presentan, con el fin de utilizar otras herramientas, técnicas
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y métodos que no sean asociadas Unica y exclusivamente al desarrollo de procesos de pensamientos
mecanicistas o algoritmicos como estamos acostumbrados a ver en el estudio del Célculo en la
Educacidn Superior y, en particular, en el IPMIMSM.

Es importante acotar, que todas las obras de Célculo presentan en su mayoria técnicas y
procedimientos algoritmicos para el estudio de limites, derivadas e integrales, es fundamental que
los estudiantes las conozcan y sepan manejarlas en el desarrollo de ejercicios y problemas, incluso
los autores de las obras consultadas, utilizan una serie de pasos sistematicos, relacionado con
técnicas o reglas en el desarrollo de ejercicios y problemas basado en los conceptos antes
mencionados, para que el lector se pueda orientar de forma exitosa en su resolucion.

El objetivo del Calculo no esta limitado al estudio exclusivo de técnicas y procedimientos
algoritmicos para resolver ejercicios relacionados con el limite, derivada e integral, los tres
conceptos fundamentales del Calculo. Reportes de investigaciones relacionadas con la problematica
de la ensefianza del Célculo Vinner (1992), Wenzelburger (1993), Dolores Flores (2004, 2005,
2006), Rojas Olaya (2006), Sanchez-Matamoros y otros (2008), Sanchez-Matamoros y otros (2012),
Vrancken y Engler (2014), Garcia Gonzalez y Dolores Flores (2016) entre otros; sefialan que el
aprendizaje que adquieren los estudiantes esta basado en un enfoque conductista, donde lo principal
es desarrollar gran cantidad de ejercicios y problemas sin tener nociones bésicas acerca del

significado de estos conceptos y sus aplicaciones.

B1: El Estudio de la Derivada a través de la Tecnologia.

Textos como Leithold (1998) y, Larson y otros (2005) se apoyan de la tecnologia (uso de
calculadoras y programas matematicos) para desarrollar en los estudiantes, en algunos casos, el
pensamiento matematico a través del uso de preguntas cerradas y abiertas, relacionadas entre otros,
con el andlisis de gréficas, la resolucion y comprobacion de ejercicios y problemas matematicos.
También, debido al auge que ha proporcionado la tecnologia como herramienta poderosa en las
areas cientificas y educativas, los autores de algunos textos de Céalculo han promovido y motivado a
los lectores, principalmente a los docentes, al uso de estos recursos en el &mbito educativo.

Leithold (1998) utiliza la calculadora graficadora, para ilustrar en su obra, las graficas de
algunas funciones y apoyar asi sus explicaciones en relacion a los ejemplos de ejercicios y/o
problemas resueltos y ejercicios propuestos en forma analitica y numeérica.

Un estilo de presentacién que mantuvo Leithold (1998) a lo largo de todo el contenido de la
obra fue utilizar el lado izquierdo de las paginas para las representaciones grafica y, el lado derecho
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para el desarrollo tedrico de cada contenido, quizas, pensando en la comodidad del lector para
visualizar e interpretar la informacion y para facilitar la transferencia entre el lenguaje analitico,
simbolico y numérico con el lenguaje grafico y viceversa.
En el contenido Movimiento Rectilineo Leithold (1998) utiliza la calculadora graficadora
para:
@) Simular el movimiento de una pelota que se lanza verticalmente hacia arriba desde el
piso con una velocidad inicial de 64 pies/s (Muchos textos de habla inglesa y

traducida al espafol utilizan el sistema de medidas en pies. Un metro equivale a 3,28

pies).

Figura 4. Gréafica del movimiento de una pelota lanzada verticalmente hacia arriba. (Leithold 1998,
p. 138).

[0, 4) por [-25, 100}

(0 = 2, y,() = ~16¢* + 64¢

Esta actividad de simulacion con el uso de la tecnologia, especificamente con el uso de la
calculadora, permite que el estudiante desarrolle capacidades para visualizar e interpretar ciertas
caracteristicas presentes en el estudio de la trayectoria del movimiento de los objetos,
principalmente, cuando el docente propone a sus estudiantes que estimen la altura méaxima y el
tiempo de vuelo del objeto, entre otros.

Leithold (1998) explica en su obra como representar graficamente la simulacion de la pelota
lanzada verticalmente, supone que la misma se mueve sobre la recta vertical x = 2, por ello utiliza
para la representacion gréfica, las ecuaciones paramétricas x1(t) = 2 y y(t) = -16t> + 64t.

Una limitante que se observa con la representacién grafica de la simulacion del movimiento
de la pelota y otras gréficas, que se presentaran a continuacién, es con relacion a los sistemas de

coordenadas cartesianas, estos carecen de enumeracion, razén por la cual, el lector debe hacer un
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esfuerzo para estimar las cantidades en los ejes coordenados, el rectangulo de inspeccion utilizado
en la calculadora es de [0,4] por [-25, 100], las escalas del eje “y” es mas pequefia que “x”, la razon
de ello es debido a la altura maxima que alcanza la pelota la cual es de 64 pies.
(b)  Trazar la gréfica posicion-tiempo de la pelota, sabiendo que la ecuaciones en forma
paramétrica del movimiento son: x(t) = t y y»(t) = -16t> + 64t.

Figura 5. Gréfica posicion-tiempo de la trayectoria de la pelota. (Leithold 1998, p. 139).

e e e |

(0,4) poc [-25, 100)
) =ty = —166 + 641

Leithold (1998) presenta solo la relacion entre la ecuacion de la trayectoria de la pelota
(representacion algebraica y/o analitica) y su representacion grafica; no relaciona desde el punto de
vista numeérico, la posicion de la pelota en ciertos instantes de tiempo con la representacion grafica
que proporciona la calculadora.

Se puede hacer uso de las potencialidades que tiene la calculadora para representar
numéricamente la posicion de la pelota a través de la ecuacién que describe su movimiento.

(c) Trazar la gréafica velocidad-tiempo sabiendo que sus ecuaciones paramétricas son:

X3(t) =ty ys(t) = -32t + 64.
Figura 6. Gréafica velocidad-tiempo de la trayectoria de la pelota. (Leithold 1998, p. 139).

[0, 4] por [-25, 100]
(1) = 8, yy() = ~321 + 64

Al igual que en la gréfica posicion-tiempo, establece solo la relacion entre las

representaciones analitica y/o algebraica con la grafica. De seguidas muestra en un mismo sistema
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de coordenadas rectangulares las tres graficas anteriores para establecer una relacion entre las
mismas.

Figura 7. Gréaficas: movimiento, posicion-tiempo y velocidad-tiempo de la pelota lanzada
verticalmente hacia arriba desde el piso.

[0, 4] por [~25, 100)
(0 = 2, y(0) = =161% + 64¢

50 =1,y = =161 + 641
xy(0) = 1, yy(0) = =32¢ + 64

Las relaciones que establece el autor de la obra con las graficas son aquellas referidas con la
velocidad nula y la altura méxima alcanzada por la pelota, la velocidad positiva y la velocidad
negativa con el ascenso y descenso de la pelota, ademas, el aumento y disminucién de la velocidad
con la pendiente de la grafica que la representa. Lo anterior, se vincula con las investigaciones de
Dolores Flores y otros (2002), Dolores Flores (2004, 2006), Sanchez-Matamoros y otros (2012),
Vrancken y Engler (2014), Garcia Gonzélez y Dolores Flores (2016) cuyo objetivo fue estudiar las
concepciones de los estudiantes sobre el analisis de gréaficas cartesianas del movimiento.

Leithold (1998) no establece relaciones con respecto al estudio de las gréficas de la funcion
posicion y funcion velocidad de un objeto en ciertos instantes de tiempo. Por ejemplo, ¢qué relacion
tiene el punto donde se intersecan las dos graficas?

Con respecto a las gréaficas movimiento de la pelota (simulacién) y posicién-tiempo, la Unica
relacion que se puede establecer es la altura o posicion que va alcanzando la pelota.

Con relacion a las dos graficas anteriores, es muy importante que el profesor proponga
actividades donde se establezcan sus relaciones y diferencias. Investigadores como Dolores Flores y
otros (2002) sefialan que los estudiantes tienden a confundir o a creer que la trayectoria de un objeto
en movimiento es la gréfica posicion-tiempo, como ocurre con el lanzamiento vertical de objetos.

La representacion grafica donde se relaciona el movimiento de la pelota (simulacion), junto
con las graficas posicion-tiempo y velocidad-tiempo, podrian confundir al lector (estudiante,

€6, 9

profesor, otros) puesto que el eje “x” del sistema de coordenadas, corresponde a la variable
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(Y3

independiente “t” (tiempo) mientras que el eje “y” representa tanto la posicion como la velocidad
del objeto.

En este sentido, los malentendidos podrian originarse en la grafica sobre la simulacion del
movimiento de la pelota, el tiempo esta indicado de una forma implicita, sin embargo, en la figura 4,
la recta vertical que representa el movimiento corta al eje “x” en t = 2, lo que podria dar a entender
que el tiempo esta estatico, mientras que la pelota se mueve, lo cual es imposible. Aunque sabemos
que la intencion del autor fue representar la recta x = 2 para relacionarla con la grafica posicion-
tiempo.

Se puede observar a través de actividades como éstas, donde se establecen relaciones entre
las funciones primitivas, sus derivadas y graficas en el estudio de la posicion, velocidad y
aceleracion de un objeto en movimiento, la importancia que tiene el recurso tecnolégico como, por
ejemplo, el uso de las calculadoras graficadoras, las mismas permiten realizar en mucho menos
tiempo tanto los calculos como la representacion grafica de las funciones, visualizar las imagenes de
acuerdo a un tamafio adecuado Yy otras aplicaciones, como ver graficas de funciones simultaneas en
un mismo sistema de coordenadas, entre otros.

Todas estas actividades con apoyo de la tecnologia tendran un buen provecho si el profesor
sabe utilizarlo conforme al cumplimiento de los objetivos de aprendizaje, donde promueva la
reflexion y actitud critica de los estudiantes, al analizar los elementos y/o caracteristicas de las
graficas en torno a los conceptos, definiciones y problemas a desarrollar en el ambiente educativo
como, por ejemplo: determinar dominio, rango, comportamiento creciente y decreciente, maximos y

minimos de funciones, entre otros.

B2: Estudio de la Derivada a través de la Modelacion Matemética

En relacion con la aplicacion de procesos de modelacion o modelizacién matematica que
presentan los libros de texto en sus contenidos y/o actividades; sélo Larson y otros y Stewart hacen
uso del estudio de modelos matematicos en la resolucion de problemas.

De los dos autores anteriores, solo Stewart (2006) explica en su obra, en qué consiste el
proceso de modelado matematico, término que utiliza para referirse a la modelacion matematica,

apoyandose de un esquema similar al presentado por Blum en 1985 (Mora, 2009).
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Figura 8. Proceso del modelado matematico, segin Stewart (2006) (p. 25).

Problema del Formular Modelo
mundo real > matematico
Probar Resolver
Predicciones < C onclu:s'gnes
acerca del mundo matematicas
real Interpretar

Este autor (Stewart) explica cada una de las etapas del proceso de modelacion matematica,
tomando en consideracién el hecho de partir de una situacion problematica extraida del mundo real;
aunque es evidente que en los libros de textos presentan en sus actividades ejercicios y/o problemas
de aplicaciones de la vida diaria, los cuales son situaciones hipotéticas de una realidad ficticia,
donde el objetivo principal es promover en los estudiantes y/o lectores habilidades, destrezas y
conocimientos para que ellos formulen modelos matematicos a partir de las actividades propuestas
y, en algunos casos al desarrollo de interpretaciones o predicciones de la situacion problematica
estudiada a partir de los resultados matematicos obtenidos.

En ningin momento se presentan en estos libros de texto consultados, experiencias de
situaciones problematicas de la vida diaria en donde los autores de estas obras junto con otros
participantes hayan utilizado, para su resolucion, el proceso de modelacién matematica como
estrategia didactica.

En este sentido, los procesos de modelacion matematica tal como lo plantea Blum, es muy
dificil verlos plasmado en las actividades didacticas que proponen los libros de texto, puesto que la
naturaleza de las mismas se encuentran en la préctica educativa. Hay hechos y situaciones propios
de la dindmica educativa que no se podran describir en hojas (en el texto) con lujo de detalles, como
las vivencias de los participantes, la planificacion, ejecucion, evaluacion y procesos tan complejos,
como la diversidad de pensamientos que surgen en el desarrollo de actividades bajo esta

metodologia.
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Lo que si se puede extraer de estas obras son ideas, sugerencias, experiencias, en fin,
conocimientos, como complemento para la aplicacion de estas metodologias de ensefianza
(modelacion matematica y trabajo por proyecto) en las practicas educativas.

Presentaremos, como ejemplo, una actividad donde el estudiante debe formular un modelo
matematico (modelo lineal) a partir de un conjunto de datos suministrados en el siguiente ejercicio.
[Tomado de la obra Larson y otros (p. 30)].

De un grupo de 28 personas se reunieron los datos siguientes, que representan sus estaturas,
X, Y las distancias que abarcan sus brazos abiertos horizontalmente, y (redondeadas hasta la pulgada
mas cercana).

(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71), (75, 74), (71, 72), (62, 60),
(65,65), (66, 68), (62, 62), (72, 73), (70,70), (69, 68),Encuentre un modelo lineal para
representar estos datos.

Larson y otros utilizan la representacion grafica, que se presenta a continuacion, para
responder a la pregunta anterior.

Figura 9. Gréfica sobre la relacion entre la estatura y la distancia que abarcan los brazos abiertos
horizontalmente de 28 personas. Larson y otros (2005) muestran a los lectores que el mejor modelo
que describe el comportamiento del conjunto de datos en la grafica es el modelo lineal (p. 30).
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En la grafica podemos observar la ubicacion de los puntos en un sistema de coordenadas y
una recta que pasa por algunos de esos puntos, la grafica que mejor describe o se ajusta al
comportamiento de los datos se obtiene a través de un proceso estadistico llamado: regresiéon lineal.
La representacion de todos los puntos relacionados con los datos del problema en el sistema de

coordenadas, corresponde a una grafica de dispersion. La recta que se ajusta a los datos de una
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forma aproximada es llamada recta de regresién de los minimos cuadrados, de la cual se puede
obtener su ecuacion matematica; para efectos del ejemplo anterior, la ecuacién es: y = 1.006x — 0-
225.

Segun Stewart (2006) la recta de regresion de los minimos cuadrados se obtiene a travées de
un método que lleva el mismo nombre, ¢l mismo “consiste en reducir al minimo la suma de los
cuadrados de las distancias verticales entre los puntos correspondientes a los datos y la recta” (p.
28).

El proceso estadistico llamado regresion lineal es una manera de aproximarse a un modelo
matematico, por ejemplo, una ecuacion o una funcién, que describa de una forma aproximada, el
comportamiento de un conjunto de datos que pueden ser tomados o extraidos del contexto real o un
contexto ficticio e hipotético, tal como nos los presentan los libros de texto.

Se puede observar tanto en Stewart y Larson y otros, el desarrollo de actividades (ejercicios
y/o problemas) donde el lector o los estudiantes tienen que representar graficamente unos datos
presentes en un situacion problematica, estos datos generalmente lo da el libro de texto, a menos que
la descripcion del problema conduzca o lleve a ellos (lectores y/o estudiantes) a buscar los datos en
la vida real, a formular el modelo matematico y luego representarlo graficamente.

El uso de varios sistemas de representacion gréafica, numérica, algebraica, en las obras
consultadas, tanto en las actividades resueltas como en los ejercicios y problemas propuesto, es un
elemento en la didactica de la matematica de suma importancia, puesto que permite al lector o
estudiante manejar los diferentes tipos de lenguaje que utiliza la disciplina y coordinar la
informacion que presenta estos sistemas para poder interpretar y darle significados a los conceptos
matematicos.

El uso de la calculadora graficadora y software o paquetes matematicos, como el Maple vy el
Derive, son herramientas importantes para representar, desde un punto de vista numérico, grafico y
algebraico, la obtencion de modelos matematicos sobre diversas situaciones problematicas. Tales
propuestas de actividades con el uso de la tecnologia se presentan en las obras consultadas (Larson y
otros, 2005 y Stewart, 2006).

En los ambientes escolares es importante que los profesores de matematica utilicen estas
herramientas tecnoldgicas, como medio para el desarrollo de discusiones grupales sobre una
situacion problematica en particular, para ello es necesario enfrentar a los estudiantes a situaciones

conflictivas tal como lo sefialan autores como Dolores Flores (2004, 2006), Sanchez-Matamoros y
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otros (2012),Vrancken y Engler (2014), Garcia Gonzalez y Dolores Flores (2016) lo cual permitiria,
a través de los procesos de modelacion matematica, el desarrollo de competencias para indagar,
estimar, conjeturar, predecir y probar las conclusiones matematicas obtenidas y sus interpretaciones
en relacion con el mundo real.

CONCLUSIONES

El analisis sobre los elementos historicos, conceptuales y didacticos en el estudio del
concepto de la derivada permitio al investigador tener un acercamiento en relacion con las ideas que
estos autores tienen sobre el conocimiento matematico y su ensefianza, el discurso tedrico presente
en sus contenidos y actividades matematicas propuestas. En vista de lo anterior, se establecieron las
siguientes conclusiones:

En relacion con los Elementos Histéricos- Conceptuales.

La importancia del estudio de la historia de los conceptos matematicos y los métodos
matematicos que constituyeron pieza fundamental en su evolucidn, en los libros de texto de Calculo,
permitirian a los estudiantes, segun la opinién del investigador, tener una nocion general sobre las
causas y los motivos que llevaron a estos grandes matematicos a consolidar los conocimientos en
relacion a los conceptos matematicos, asi como conocer su naturaleza matematica y extra
matematica. Razon por la cual el investigador considera que es fundamental un enfoque histérico de
los conceptos matematicos en los libros de texto de matematica.

Sobre el concepto de la derivada en los libros de texto de calculo, los autores de las obras
consultadas presentan dos enfoques que permiten tener ideas acerca de su significado, el primero
esta enfocado al aspecto intuitivo, asumiendo que el estudiante tiene ciertos conocimientos que le
ayudaran a comprender conceptos relacionados con el estudio del calculo (funcién, grafica de una
funcién, ecuacién de la recta, pendiente) o en el area de la fisica (velocidad, aceleracion,
movimiento, variacion,), desde estas dos disciplinas cientificas se presentan en las obras de célculo,
una aproximacion al concepto de la derivada el cual recibe el nombre de definicion intuitiva,para
luego culminar las ideas del concepto con lo que estos autores llaman la definicion formal o

rigurosa de la derivada.

En cuanto a los Elementos Didacticos.

Las obras de Larson y otros, Leithold y Stewart promueven el uso de la tecnologia a los
lectores y/o estudiantes, principalmente las calculadoras graficadoras, como recurso didactico de
apoyo para la comprension de algunos conceptos e ideas matematicas. Algunos libros de texto como
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Larson y otros y Stewart van mas alla, tomando en cuenta los procesos y pensamientos matematicos
como el algebraico, grafico y numérico entre otros, para comprender los conceptos e ideas
matematicas con el uso de la tecnologia o a través de otros medios y recursos.

Los autores Stewart, Larson y otros proponen a los lectores y/o estudiantes desarrollar
modelos matematicos a través de un conjunto de datos, representando a través de sistemas graficos y
analiticos las aproximaciones que mejor se adecuen a dicho modelo. Este tipo de actividad
contribuye a fomentar en los estudiantes los procesos de transferencia de conocimientos entre
diversos sistemas de representacion, con la finalidad de aproximarnos al significado de los
conceptos matematicos.

Por otra parte, el tema de la modelacién matematica en los libros de texto consultados puede
ser un factor fundamental para que el docente, lectores y/o estudiantes investiguen acerca de esta
estrategia didactica.
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