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Resumen
Se propone un modelo, denominado Descomposicién Genética (DG), para el aprendizaje del
concepto Regla de la Cadena, el cual indaga en la manera como los estudiantes pueden
construir, mentalmente, la derivada de la composicién de funciones. La investigacion se
sustenta en la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto y Esquema) (Dubinsky, 1991) como
marco teorico y metodoldgico. La estructura general del estudio pasa por tres etapas, primero
se realizd un analisis teorico del concepto en estudio, que permitié elaborar la DG (hipotética).
Luego, se disefid y aplico (a once estudiantes de una universidad chilena) un cuestionario y
una entrevista semiestructurada. En la tercera etapa se analizaron los datos a la luz de la DG.
Estas fases permitieron dejar en evidencia las estructuras necesarias para la construccion del
esquema Regla de la Cadena, y las caracteristicas que conforman su evolucion a través de la
triada de Piaget y Garcia (1989): Intra, Inter y Trans. Un resultado relevante es que los
conceptos de funcién y composicion de funciones quedan separados de la Regla de la Cadena
misma, mediante un algoritmo que absorbe dicha regla y que hemos llamado “de afuera hacia
adentro”
Palabras Clave: Descomposicion genética, Regla de la Cadena, Teoria APOE, niveles de
Esquema.

A model for understanding The Chain Rule

Abstract

Our proposal is related to a model called Genetic Decomposition (GD). This is considered to
be viable for the learning process of the concept “Chain Rule”, which looks for the way in
which students can mentally build the derivative of the composite function. The research is
sustained, in its theoretical and methodological framework, by the theory of APOS (action,
process, object, and schema) (Dubinsky, 1991). The overall structure of the research is
divided into three stages: In the first place, a theoretical analysis, of the concept in question, to
allow the GD to be developed (hypothetically). Secondly, a questionnaire was designed to be
used in a semi-structured interview of eleven (11) Chilean university students. In the third and
final stage, the data was analyzed in the light of the GD. The result of these steps showed the
necessary structures for the construction of the Chain Rule, as well as a description of the
characteristics that make use of the triad mechanism of the Schema theory (Piaget and Garcia,
1989): Intra, Inter y Trans. A meaningful result is that the concepts of function and the
function composition remain separate from the chain rule in itself, using an algorithm that
absorbs the selfsame rule and which we have named “outside/inside method”.

Keywords: Genetic decomposition, Chain Rule, APOS Theory, Schema levels.

Introduccién
En los programas de gran parte de las carreras universitarias, que son impartidas por

los centros de educacion superior chilena, tienen incorporados cursos de matematica que
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abordan una multiplicidad de conceptos, entre ellos los relativos al calculo diferencial en una
variable. A su vez, estos conceptos se vuelven herramientas —al ser utilizadas por los
aprendices— para resolver problemas, en una amplia gama de &reas del conocimiento. Por
ejemplo, en la economia, se utiliza la derivada de algunas funciones para maximizar utilidades
y minimizar costos; en fisica, la primera y segunda derivada de una funcion permite calcular la
velocidad y la aceleracion, respectivamente; en quimica, la derivada de la compuesta de
funciones se aplica al estudio de las velocidades de reaccion. En todos esos casos anteriores —y
muchos mas— emerge un denominador comdn, que es relevante para dar respuesta a problemas
que surgen en cada disciplina, este es el concepto de Regla de la Cadena, como un
componente necesario para derivar funciones que correspondan a la compuesta de dos o mas

funciones en una variable real (o también llamadas funciones reales).

Antecedentes

Existen investigaciones (Clark, Cordero, Cottrill, Czarnocha, DeVries, St. John, Tolias
y Vidakovic, 1997; Cottrill, 1999; Meel, 1999; Horvath, 2008; Jojo, Brijlall & Maharaj, 2010;
Kabael, 2010; Maharaj, 2013) que dan cuenta de una serie de dificultades en torno al
aprendizaje, su aplicacion y comprension de la Regla de la Cadena. Clark y su grupo de
colaboradores (Clark, et. al., 1997) elaboraron, a la luz de la teoria APOE (Dubinsky, 1991) y
la triada de Piaget y Garcia (1983/89), una Descomposicién Genética (DG) preliminar de la
Regla de la Cadena, que permitid identificar construcciones mentales necesarias para el
aprendizaje del concepto. Uno de los principales resultados de esa investigacion deja de
manifiesto que la composicion de funciones es un constructo clave en el aprendizaje de esta
regla. Mas adn, las evidencias que se obtuvieron a partir de la aplicacion de una entrevista
reportada en Clark, et. al. (1997), muestra que muchos de los entrevistados revelaron débiles
conocimientos sobre la Regla de la Cadena en si misma, y la causa esta asociada con la escasa
—0 nula— comprension de la composicion de funciones. Otro resultado importante, para este
grupo de investigadores, es considerar la composicion de funciones como un elemento
relevante para el aprendizaje adecuado de la Regla de la Cadena. Asi también, como producto
de su investigacion, concluyeron que la comprension de esta regla como un esquema debe
contener un esquema de funcién que incluya, al menos, una concepcién proceso de funcién,
de composicion y descomposicion de una funcion. Ademas, se obtuvo como evidencia que el

esquema de funcion debe estar vinculado con el esquema de diferenciacion, que incluye las
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reglas de diferenciacion, al menos en una concepcién proceso.

Sin embargo, los autores no consideraron un modelo de construccion del concepto que
incluya las reglas de derivacion, el algebra de derivadas y la descomposicion de funciones
como estructuras mentales. Mas adn, estos investigadores no precisan de una descripcion
explicita del esquema Regla de la Cadena en sus niveles operacionales Intra-Regla de la
Cadena, Inter-Regla de la Cadena y Trans-Regla de la Cadena.

Un par de afios después, Cottrill (1999) continGa la investigacion anterior fijando su
mirada en aspectos comparativos. Uno de ellos es la correlacion que existe entre la capacidad
de un estudiante para hacer frente a la composicion de funciones, respecto del uso exitoso de
la Regla de la Cadena. Como resultado del estudio, Cottrill mostr6 —también- que la
composicion de funciones sigue siendo un elemento fundamental para comprender esta regla,
adhiriéndose a la DG propuesta por Clark y su grupo de colaboradores.

También Horvath (2008) y Kabael (2010) destacaron la dificultad que existe en el
entendimiento de la Regla de la Cadena, debido a que los estudiantes no logran identificar de
dénde proviene dicha regla y les resulta dificil expresarla en simbolos o palabras. En ese
sentido, producto de su investigacién, Horvath (2008) concluye que aun cuando un estudiante
puede determinar la derivada de una funcién compuesta, no logra hacerlo con funciones que
sean no rutinarias, esto es funciones diferentes a las polinomicas o a las trigonométricas.

Sumado a lo anterior, esta el estudio realizado por Jojo, Brijlall y Maharaj (2010)
quienes afirman la existencia de una instrumentalizacion de la Regla de la Cadena —por parte
de los estudiantes—, y en consecuencia no son capaces de aplicarla exitosamente.

Por otro lado, desde nuestra propia experiencia como docentes en cursos de célculo
diferencial, se aprecia que la Regla de la Cadena es aprendida de forma mecanica, mediante un
algoritmo que hemos llamado “de afuera hacia adentro”. Esto ultimo, segun las propias
palabras de algunos de nuestros estudiantes, ocurre cuando se aplica la regla derivando desde
la funcion que esta mas afueray, posteriormente, contina con aquella que esta dentro de la
funcion recién derivada. Veamos a continuaciéon un ejemplo que ilustra el algoritmo “de
afuera hacia adentro”:

Consideremos la funcién f(x) = (3x? —12x + 1)3, que es continua y derivable en
todos los numeros reales (R). Para derivarla, un estudiante comienza derivando lo que esta

mas afuera de la funcion, en este caso, el exponente “3”, obteniendo: f(x) = 3(3x% — 12x +
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1)2(a). Luego se deriva aquello que se encuentra adentro de la funcién f, es decir, 3x2 —
12x + 1, obteniendo: 6x — 12 (b). Finalmente, concluye que la derivada de la funcion f es el
producto de (a) y (b), es decir: f'(x) = 3(3x% — 12x + 1)?- (6x — 12) —donde f ’(x) denota
la derivada de f-.

Toda esta informacion permite afirmar la necesidad de seguir investigando el concepto
de la Regla de la Cadena y conocer en profundidad cémo ella se construye en la mente de los
estudiantes. El estudio que reportamos, tuvo como objetivo indagar en cuestiones que las
investigaciones anteriores no precisan, esto es una DG explicita, que describa las
construcciones y mecanismos mentales dispuestos en ella, e indicadores que interpreten la
evolucion de los niveles Intra-Regla de la Cadena, Inter-Regla de la Cadena y Trans-Regla de

la Cadena.

Referente tedrico

La Teoria APOE

La investigacion se desarrollé al seno de la Teoria APOE, que emerge por las
adaptaciones que realizd Dubinsky (1991) de las ideas piagetanas. Ella se ocupa de la manera
como se pasa de un estado de conocimiento a otro, planteando un modelo que representa la
forma en que se construyen o aprenden los conceptos matematicos.

El modelo se llama Descomposicién Genética (DG) y estd constituido por un conjunto
de construcciones (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) y mecanismos mentales
(interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, desencapsulacion, tematizacion y asimilacion),
que suponen un camino viable para la construccién mental de conceptos matematicos.

Las construcciones mentales no son necesariamente secuenciales ni jerarquizadas. De
hecho, segin Parraguez y Oktac (2012), ellas pueden aparecer simultaneamente y requerirse
unas de otras.

Las investigaciones que se realizan desde la perspectiva de la teoria APOE, suponen la
DG como la hipdtesis de investigacion del concepto matematico en estudio, la cual contiene a
priori los constructos que son requisito para modelar el aprendizaje de dicho concepto.

En adelante se dird que un estudiante muestra una concepcidn accion cuando €l realiza
transformaciones a un objeto, que lo percibe como algo externo, y que estan originadas por

estimulos de terceros que le entregan indicaciones precisas sobre qué debe hacer (Trigueros,

Revista Paradigma, Vol. XXXV, N° 2, Diciembre de 2015 / 146 — 176 149



Cristobal Valdivia Sepulveda & Marcela Parraguez Gonzélez

2005). En cambio, él muestra una concepcion proceso cuando las acciones se repiten y el
sujeto reflexiona, incorporandolas en su consciencia (interiorizacion). En esta etapa de
construccién del concepto el estudiante no tiene la necesidad de instrucciones externas, sino
que “puede intuir un resultado sin tener que realizar la totalidad de los célculos, ademas es
capaz de invertir los pasos de una determinada transformacion sin tener que volver a
realizarlos” (Parraguez y Oktag, 2012, p. 106). Dos 0 mas procesos pueden generar uno nuevo
mediante el mecanismo mental de la coordinacion.

Un estudiante da evidencias de una concepcién objeto cuando encapsula un proceso,
gracias a la reflexion que él realiza sobre las transformaciones u operaciones que se aplican a
un concepto. En esta etapa de construccion, su accionar no esta limitado a instrucciones
externas, ya que tiene la capacidad de identificar porqué ocurren las transformaciones, sin la
necesidad de aplicarlas. De forma inversa, se puede desencapsular un objeto cuando se
identifica el o los procesos que le dieron origen.

Es importante mencionar que el modo para pasar de un estado de construccion a otro,
esta regido por la Abstraccion Reflexiva. Esta nocién (también recogida de las ideas de Piaget)
constituye el mecanismo principal en la construccién del conocimiento matematico, esto es, el
proceso mediante el cual un individuo realiza acciones sobre los objetos que son fuente de
estudio y, a partir de ello, se establecen relaciones o propiedades. El conjunto de acciones a las
que nos referimos vienen a constituir los mecanismos mentales de interiorizacion,
coordinacién, encapsulacion, desencapsulacion, tematizacion y asimilacion.

En APOE, la nocion de esquema corresponde a “la coleccion de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas que estan relacionados consciente o inconscientemente en la mente
de un individuo en una estructura coherente y que pueden ser empleados en la solucién de una
situacion problematica” (Trigueros, 2005, p. 11)

Ahora bien, dependiendo de la exigencia conceptual que posea un problema, es posible
que un sujeto se vea en la necesidad de hacer modificaciones a sus esquemas, para asi
responder satisfactoriamente. Esto implica que los esquemas no son estaticos y que estan en
constante evolucion.

Desde esta perspectiva entra en juego la triada de Piaget y Garcia (1983/89): Intra,
Inter y Trans. Estos tres niveles de esquema se basan en la coherencia que se establecen entre

las acciones, procesos, objetos y otros esquemas del concepto en estudio. En el nivel Intra, un
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sujeto posee las construcciones mentales de un concepto sin establecer relaciones entre ellas.
En segundo nivel, Inter, se empiezan a formar tales relaciones y algunas de ellas son tan
coherentes, que se pueden interpretar como transformaciones que hace el sujeto al interior del
esquema. En el nivel Trans las relaciones son totalmente coherentes y un sujeto piensa en un
concepto matematico como un todo integrado, que lo lleva a establecer conservacion de

estructuras entre los elementos del esquema.
Objetivos de investigaciéon

Para formalizar el planteamiento del problema sobre la comprension profunda y
explicita que se reporta en torno al estudio de la Regla de la Cadena en la ensefianza
universitaria, es pertinente comenzar el relato de la indagacién con dos preguntas generales
que guiaron la investigacién: ¢Cémo abordan los aprendices universitarios el concepto de la
Regla de la Cadena? y ¢Cuales son las construcciones y mecanismos mentales que ellos
precisan para el aprendizaje de ella?

En la basqueda de respuestas, a lo largo del desarrollo de la investigacion, es relevante
averiguar, cuales son los conceptos previos —requisitos esenciales— para ello. En particular, se
revisaron investigaciones que reportaran resultados relativos al rol que juega la composicion
de funciones (en una variable real), en el aprendizaje de la Regla de la Cadena.

Teniendo en cuenta lo anterior, la presente investigacion se propuso los siguientes
objetivos generales: (1) Indagar en las construcciones mentales que puede utilizar un aprendiz
como una estrategia cognitiva para construir el concepto Regla de la Cadena; vy, (2) Describir y
caracterizar los niveles de comprension que se pueden tener de ella, y el paso de un nivel
operacional de esquema a otro: Intra-Regla de la Cadena, Inter-Regla de la Cadena y Trans-

Regla de la Cadena.
Metodologia

La teoria APOE ademas de ser un marco tedrico es —tambien— un referente
metodoldgico, compuesto por tres etapas secuenciales (Asiala, Brown, Devries, Dubinsky,
Mathews & Thomas, 1996): analisis tedrico o DG; disefio y aplicacién de instrumentos; v,
andlisis y verificacion de datos. El producto final de la aplicacion de estas etapas fue una DG
validada o refinada del concepto en estudio, la cual representa un modelo cognitivo —viable—

para aprender y construir la Regla de la Cadena.
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La primera etapa de la investigacion consisti6 en un analisis, desde Ila propia
matematica, de los conceptos que estan involucrados en la derivada de una funcién compuesta
en una variable real. También se complementd con el estudio de su desarrollo histérico y
epistemoldgico. Estos dos aspectos se concatenaron con el andlisis de textos y la experiencia
docente de los investigadores para disefiar una DG de la Regla de la Cadena que precisa de las
construcciones mentales, los mecanismos mentales y una descripcion de los niveles del
desarrollo de esquema Intra-Regla de la Cadena, Inter-Regla de la Cadena y Trans-Regla de la

Cadena.

Anélisis tedrico: una descomposicién genética hipotética de la Regla de la Cadena
El estudio de la definicion de la Regla de la Cadena en libros de texto arrojo tres
conceptos matematicos fundamentales: funcion, composicién de funciones y diferenciacion.

Por ejemplo, segin Mena y Arancibia (2005) la definicion se presenta de la siguiente forma:

Seaf:X->R, g:Y >R fX)cY,aeXnX,
b=f(@eyny
Si existe f"(a) y g’(b) entonces existe (g o f)'(a)y
goN'@=g® g@=g(f@)g @
(Mena y Arancibia, 2005, p. 286)

De la definicion anterior, se desprenden dos condiciones que son requisito para la
existencia de la derivada de una funcion compuesta, en una variable real;, por un lado, la
factibilidad de la composicion entre f y g de modo que Recorrido(f) N Dominio(g) # @, Y
por otro, la existencia de sus derivadas (f"(a) y g’ (b)).

Sin embargo, existen otros elementos necesarios que subyacen a esta definicion, que
son los que se refieren a las reglas de derivacion, el algebra de derivadas, y la descomposicion
(entendida como el proceso inverso de componer dos 0 mas funciones). Todos estos elementos
fueron considerados en el disefio de la DG propuesta, los cuales se complementan con los
conceptos de funcion, diferenciacion y composicion de funciones, y que no han sido
reportados, como construcciones mentales explicitas, en investigaciones anteriores.

La DG hipotetica de la Regla de la Cadena es presentada en la Figura 1.
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funcion

x = (f)x)
h, g Funciones Objeto f. funcion compuesta de g y h:
Diferenciables f=goht A>C
Objeto x = (g°h)X)
Desencapsulacion Objeto
| Desencapsulacién
Algfi:bra de derivadas Reglas de derivacion x = g(h(x))
h, g derivables en a, entonces:
, , - Derivada de funciones ‘
(ag)'(a) = ag'(a) potencia, exponencial,
(h+ 9)'(a) = h'(a) + g'(a) logaritmica, polindmica, g:B-C h: A- B
, , , racionales, irracionales. x— g(x) x = h(x)
(hg)'(a) =h'(a)g(a) + h(a)'g(a)  _ Otras. Proceso Proceso
hy'  h'(a)g(a) — h(a)'g(a) Proceso (Descomposicion)  (Descomposicién)
(E) - g%(a) | |

Proceso
[ J

Coordinacién (h', g")

Evaluacion g'(h(x))
Proceso

Encapsulacion (-)

fl=(gehy: A-c
x = (goh) () =g'(h(x) R (x)
Nivel Intra-Regla de la Regla fl)eb::tgadena
Cadena: Relaciones débiles o /
nulas entre construcciones
mentales.
Nivel Inter-Regla de la Cadena:
‘_’ Transformaciones sobre las
construcciones y mecanismos
mentales. Nivel Trans-Regla de la Cadena:
| Conservacion de las

transformaciones sobre las
construcciones y mecanismos
mentales

Figura 1: Descomposicion Genética hipotética de la Regla de la Cadena.

Como se puede apreciar en la Figura 1, la DG hipotética propuesta contiene como
requisitos primordiales dos construcciones mentales: la composicion de funciones y la
diferenciacion. El modelo seguido para disefiar la construccién mental de la Regla de la
Cadena considera, por una parte, una concepcion objeto de la composicién de funciones (parte
superior derecha de la Figura 1), digamos f(x) = (g h)(x), con la condicién que
Recorrido(h) N Dominio(g) # @. Este objeto f se desencapsula en los procesos que le dan
origen, dos funciones g vy h, definidas desde B a C y de A a B, respectivamente. Para que ello
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ocurra, es necesario descomponer la funcion f, entendido como el proceso inverso de
componer dos funciones.

Por otro lado, en la parte superior izquierda de la Figura 1, se precisa una concepcion
objeto de las funciones diferenciables, que se desencapsulan en el dlgebra de derivadas como
un proceso. Los dos procesos (descomposicion) se coordinan con el proceso del algebra de
derivadas para dar origen a un nuevo proceso, que es evaluar h(x) en g’(x). Esta ultima
coordinacion ocurre mediante las derivadas de las funciones gy h.

Todas las concepciones proceso anteriores se encapsulan en una concepcion objeto de
la Regla de la Cadena, cuando ésta se construye mentalmente como una funcion diferenciable,
definida de A en C, tal que:

fr) =(geoh)'®) = g'(h(x)) - I (x), VxeA

Es a partir de la concepcion objeto de la Regla de la Cadena, que se describen los tres
niveles de desarrollo de su esquema, que se han venido llamando Intra-Regla de la Cadena,
Inter-Regla de la Cadena y Trans-Regla de la Cadena, a través de caracteristicas operacionales
que los estudiantes podrian mostrar en sus argumentos observables al abordar un situacion
problema.

¢ Nivel Intra-Regla de la Cadena: Se considera que un aprendiz muestra este nivel

de esquema cuando establece relaciones a través de:

v' Utilizar la Regla de la Cadena como un conjunto de reglas —aisladas— para
calcular la derivada de funciones compuestas.

v  Utilizar la Regla de la Cadena para derivar funciones compuestas,
restringiéndose a algunos tipos particulares de funciones, entre ellas, la
funcién potencia, la funcion logaritmo, la funcion exponencial, la funcion
polinbmica, las funciones trigonométricas, las funciones racionales e
irracionales.

v No establecer relaciones entre los conceptos de diferenciacion, funcion y
composicion de funciones.

v' Operacionalizar la Regla de la Cadena como un algoritmo y no como una

funcion.
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e Nivel Inter-Regla de la Cadena: Este nivel se caracteriza por aquellas respuestas y
razonamientos que ocurren cuando un aprendiz realiza transformaciones a traves de:
v/ Utilizar la Regla de la Cadena para derivar cualquier tipo de funciones
compuestas.
v Establecer relaciones entre las distintas derivadas de una funcion compuesta.
v' Comenzar a establecer relaciones —pero auln débiles— entre los conceptos de
diferenciacion, funcién, composicion de funciones, descomposicion de
funciones, algebra de deivadas y reglas de derivacion.

e Nivel Trans-Regla de la Cadena: Las caracteristicas que definen este nivel de
esquema son aquellas cuando el aprendiz establece conservaciones estructurales a
traves de:

v Reconocer la Regla de la Cadena no como un conjunto de reglas aisladas, sino
mas bien, como una Unica regla que establece una relacion en la derivada de

funciones compuestas, mediante la expresion matematicas (g o h)'(x) =

g'(h(x)) - W' (x), VxeA, para todo tipo de funciones reales gy h.

v" Considerar la Regla de la Cadena como una estructura integrada, que se puede
aplicar a cualquier tipo de funciones compuestas y de variable real.

v" Operacionalizar la Regla de la Cadena como una funcion, donde intervienen
los conceptos de diferenciacion, funcion, composicion de funciones,

descomposicion de funciones, algebra de deivadas y reglas de derivacion.

Disefio de instrumentos.

Para indagar acerca de las construcciones mentales que puede utilizar un aprendiz
como estrategia cognitiva, para construir el concepto Regla de la Cadena, y caracterizar los
niveles de esquema, se aplicaron dos instrumentos: un cuestionario y una entrevista
semiestructurada, ello permitié obtener informacion para validar y/o refinar la DG propuesta
(Figura 1).
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El cuestionario

Tabla 1: Preguntas del Cuestionario
Pregunta 1 | Considere las siguientes funciones:
1

f@) =x2;g() =V2x + 1; h(x) = ~
a) Calcular (f o g)(4)
b) Calcular (g ° h)(2)

c) Determinar (f o g)(x) y luego responder si es verdadera la

siguiente igualdad, justifique.

Ge ) =({F 9
d) Cudles el dominio de (f o g)(x)

Pregunta 2 | considerando f(x) = 31_5
a) Determine la derivada de f.

b) El resultado obtenido en a), ¢Es una funcion? Justifica tu
respuesta
c) Cuél es el dominio de f”(x).

Pregunta 3 | ¢(Cual de los siguientes procedimientos es correcto? ¢Por que? Justificar

cada una de tus afirmaciones.

(D) (x2+3x)"'=x3)'+Bx)'=3x2+3

2 ((x3)-(3x)) = (x3)'+(Bx)' =3x2+3

Pregunta 4 | Sea f(x) = +/2x — 1, determine dos funciones g(x) y h(x) de modo que

(goh)(x) =v2x —1

Pregunta 5 | Considere las funciones f y g, junto a sus respectivas derivadas
fx)=x3; gl)=x?+x

fl'x)=3x%; g =2x+1

Determine
a) f'(g(2)) b) g’ (f(3))

¢) f'(g) d) g'(f(x)
Pregunta 6 | Considere la funcion f(x) = (2x — 3)3
a) Determine g(x) y h(x) de modo que (g o h) (x) = f(x)

b) Calcular la expresion g'(h(x)) - h'(x)
c) Calcule f'(x)

d) De b) y c) ¢Podria usted conjeturar algo? Justifique su

planteamiento.

El objetivo del cuestionario fue obtener evidencias acerca de las concepciones de
estudiantes, en relacion a construcciones mentales dispuestas en la DG. Las seis preguntas que
conformar el cuestionario (Tabla 1), han sido disefiadas para validar o refinar aquellos
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constructos que fueron considerados como requisito para construir la Regla de la Cadena
como una concepcidn objeto.

Anélisis a priori de las preguntas del cuestionario

La primera pregunta que se plantea en este cuestionario tiene por objetivo indagar en
las concepciones gque muestran los estudiantes sobre la composicion de funciones, entendida
como una funcién (feog), de modo que (fog)(x) =f(g(x)), donde x € Rec(g) N
Dom(f). En el disefio de la DG de la Regla de la Cadena se incluy6 la composicion de
funciones como una concepcion objeto, que quedara en evidencia cuando se la considere como
una funcibn que se genera al componer dos o mas funciones, y que esta dotada, en
consecuencia, de un dominio y un recorrido. Se dira, ademas, que un estudiante posee esta
construccion mental si reconoce y comprende la condicion para efectuar la composicién de
dos funciones, es decir, que Recorrido(g) N Dominio(f) # @.

La segunda pregunta del cuestionario busca dejar de manifiesto las concepciones que
posee un estudiante respecto de la diferenciacion: una funcion que asigna a cada peR su
imagen dada por f'(p). En la DG de la Regla de la Cadena se plante6 esta construccion mental
como una concepcion objeto, y ocurrira si el estudiante muestra que la composicién de dos
funciones genera una nueva funcion, con una estructura coherente, que asigna a cada elemento
del dominio una Unica imagen en el codominio. Esto significa, entre otras cosas, que puede
identificar los conjuntos que determinan el dominio y recorrido de una funcién real.

En la tercera pregunta se indagan las concepciones que tienen los estudiantes sobre el
algebra de derivadas y las reglas de derivacion que, en la DG de la Regla de la Cadena,
corresponden a dos concepciones proceso. Cuando las estrategias utilizadas por un estudiante,
para justificar qué procedimiento es el correcto, son de caracter general, sin recurrir a
funciones especificas, entonces diremos que él muestra una concepcion proceso de las reglas
de derivacion y una concepcion proceso del algebra de derivadas.

La cuarta pregunta del instrumento, busca dejar en evidencia las concepciones sobre la
descomposicion, que es el proceso inverso de componer dos funciones. Para ello, la
concepcion objeto composicion de funciones, que esta en la DG de la Regla de la Cadena, se

desencapsula en el proceso que le dio origen, mediante la descomposicion de funciones. Para

ello, un estudiante debe considerar dos funciones g(x) =+vx y h(x) =2x—1 que al

componer generan la funcion f, considerando que Dom(g) = [0; o[ y Dom(h) =R,
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respectivamente.

Para la quinta pregunta, un estudiante debe coordinar tres concepciones proceso
(Algebra de derivadas, reglas de derivacion y la descomposicion de funciones) que dan origen
a un nuevo proceso: evaluacién de funciones derivadas. La coordinacion de ellos ocurre a
través de la evaluacion de f(x) y g(x) en las funciones derivadas f'(x) y g'(x). Cuando esto
ocurra, diremos que un estudiante muestra una concepcion proceso de la evaluacion de
funciones derivadas.

La ultima pregunta del cuestionario tiene por objetivo que un estudiante encapsule los
procesos algebra de derivadas, reglas de derivacion, descomposicion de funciones y
evaluacion de funciones derivadas, para dar origen a una concepcion objeto Regla de la
Cadena. Para que esto quede de manifiesto, esta regla debe entenderse como una funcién f,
dotada de un dominio y recorrido, de modo que f'(x) =(ge°h)'(x), a condicién que
Recorrido(h) N Dominio(g) # Q.

La entrevista semiestructurada

Este instrumento estad constituido por cuatro preguntas (ver Tabla 2), mediante el cual
se busca documentar, a través de evidencias empiricas, la caracterizacion del nivel de
desarrollo del esquema de la Regla de la Cadena, que muestran estudiantes al establecer
relaciones, o realizar transformaciones o mostrar conservacion de estructuras entre los
distintos componentes operacionales que se han concebido para describir cada uno de los

niveles de la regla en estudio.

Anélisis a priori de las preguntas de la entrevista
La primera pregunta de la entrevista busca dejar en evidencia la concepcion que

muestra un estudiante sobre las reglas de derivacion, que es una concepcion proceso presente
en la DG de la Regla de la Cadena. Las estrategias y justificaciones que evidencie cada
estudiante —para responder satisfactoriamente—, permitiran observar las relaciones que él
establece entre las diferentes acciones, procesos u objetos de la Regla de la Cadena. En otras
palabras, esta pregunta nos permitira dar cuenta del desarrollo del esquema hasta —por lo

menos— el nivel Intra-Regla de la Cadena.
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Tabla 2: Preguntas de la entrevista semiestructurada

Pregunta 1 | Calcular la derivada de las siguientes funciones, suponiendo que cada una
esta bien definida en su dominio. De no poder hacerlo, explicar por qué no
lo logro.

A) f(x) =In(x) B) g(x) =e* C)h(x) = 6x2 — 3x

D) u(x) = sen(x) E)n(x) = xi1 F) v(x) = cos(x)

G)p(x) =x-e* H) w(x) = tan(x) 1)qkx) = 3/x
Pregunta 2 | Considere las siguientes funciones g (derecha) y h (izquierda),
a) Determinar para qué valores de R esté bien definida la
derivada de (goh)(x).
g
—
b) Determinar para qué valores de R esta bien definida la
derivada de (hog)(x)
h g
—h —k

Pregunta 3 | Calcular la derivada de las siguientes funciones:
a fx)=@3+2x—-1)*

b. g(x) = Vx% +e*
c. h(x) =In(x + 3x2)
d. p(x) =sen(3x)

e. qlx) = e(x?)

¢Has tenido dificultades al derivar cada funcion? ;Cuales? Explica en
detalle.

Pregunta 4 | Define una funcién f que corresponda a la compuesta entre dos funciones.
Luego calcula la derivada de f.

En la segunda pregunta, hay dos funciones que no estan representadas por una
expresion algebraica, sino por diagramas sagitales con nimeros reales. En cada funcion se

requiere identificar cuales nimeros permiten que las derivadas ho g y de g o h estén bien
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definidas. Esta pregunta indaga en las transformaciones que puede mostrar un estudiante para
determinar los valores numéricos que permiten que las funciones g y h puedan componerse,
sean (goh)(x) o (heg)(x). Sin embargo, para que la composicion pueda ocurrir, es
necesario que Rec(h) N Dom(g) # @y Rec(g) N Dom(h) # @, respectivamente.

Para la primera condicion, se necesita que Dom(g o h) = {1,2,4}; y, para (h° g)(x)
no hay valor real alguno, de modo que (ho g)'(x) esté bien definido. Por lo tanto, no es
posible componer (h o g)(x), debido a que Recorrido(g) N Dominio(h) = @.

En términos del desarrollo de esquema de Regla de la Cadena, con esta pregunta se
busca dejar en evidencia hasta el nivel operacional Inter-Regla de la Cadena, debido que se
quiere documentar si un estudiante muestra las transformaciones necesarias entre la
concepcidn objeto compuesta de funciones y la concepcion objeto Regla de la Cadena. Si s6lo
ocurren débiles —o nulas— relaciones, diremos que €l muestra hasta un nivel Intra-Regla de la
Cadena.

La tercera pregunta de la entrevista tiene por objetivo dar cuenta del desarrollo del
esquema de un estudiante hasta el nivel Inter-Regla de la Cadena. Para ello, hay que
determinar la derivada de cinco funciones compuestas. Seran las estrategias y justificaciones
que el estudiante entregue, lo que permitird observar las transformaciones que €l pone en
juego vy, en consecuencia, decidir qué nivel de esquema muestra.

Interesa, ademas, poner atencion en el nivel de coherencia de las transformaciones que
ocurren sobre las concepciones objetos diferenciacion, funcion y composicion de funciones.
Ahora para alcanzar el segundo nivel de esquema se debe considerar, también, si acaso cada
una de las funciones esta bien definida. Ocurre que todas las funciones tienen como dominio
los nimeros reales, excepto el tercer inciso, donde el dominio de la funcion h(x) =
In(x + 3x2) es ]—o0; —1/3] U [0; oo].

La cuarta pregunta de la entrevista requiere definir una funcion f que corresponda a la
composicion de dos funciones —que podemos llamar g y h—. Esta pregunta abierta busca
averiguar qué estrategias utilizara un estudiante para construir las tres funciones (dos de ellas
componen la tercera), teniendo en cuenta que puede optar por dos caminos: en el primero
puede definir algebraicamente las funciones considerando solo la formula que las define, sin

prestar atencion al dominio y recorrido de ellas. EI hecho que un estudiante aborde la pregunta
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cuatro de este modo, se interpreta desde APOE, que €l evidencia una construccion hasta un
nivel de esquema Intra-Regla de la Cadena.

Si por el contrario, un estudiante aborda la pregunta cuatro de otra forma, por ejemplo,
que defina explicitamente cada una de las tres funciones, con sus respectivos dominios y
recorridos, precisando la posibilidad de componer dos funciones y obtener la tercera, entonces
se interpretard que el estudiante muestra hasta un nivel de construccion esquema Trans-Regla
de la Cadena. Esta forma de proceder supone una conservacion estructural de las
transformaciones que ocurren sobre las concepciones objeto de funcién, composicion de
funciones y diferenciacion, y sobre las concepciones proceso reglas de derivacion, algebra de
derivadas y descomposicion de funciones, construcciones mentales que van modelando la

construccion cognitiva de la Regla de la Cadena.

Participantes

En esta investigacion participaron once (11) estudiantes de una universidad chilena, que
estudian carreras de Ingenieria o Pedagogia en Matematica. Los estudiantes, etiquetados como
El, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10, y E11, constituyen un caso de estudio (Stake,
2010), definido segun los siguientes indicadores:
e Participacion voluntaria en la investigacion.
e Haber aprobado algin curso de calculo diferencial, propuesto en su curriculo
academico.
e Accesibilidad de los investigadores.
e Avance curricular, que los estudiantes no estén cursando el primer semestre de su
carrera.
Aplicacidn de los instrumentos
En un primer momento, al grupo de estudiantes se les aplico el cuestionario, lo cual
tuvo una duracion de 60 minutos. Posteriormente (una semana después) se aplicé la entrevista

individualmente, la cual tuvo una duracion de entre 40 a 70 minutos, por estudiante.

Anadlisis de los datos

La aplicacion de los instrumentos (Cuestionario y Entrevista semiestructurada)

permitid recoger valiosa informacion acerca de las construcciones y mecanismos mentales que
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aparecen en la DG; un andlisis posterior determind si son necesarias 0 no para la construccion
de la Regla de la Cadena.

Las producciones realizadas por los estudiantes fueron analizadas y comparadas con
las construcciones y mecanismos mentales que estan presentes en la DG de la Regla de la
Cadena. Este proceso sirvidé para identificar a los estudiantes que parecen comprender esta
regla y a quienes parecen no haberla entendido. Como resultado de la comparacion emergieron
las construcciones y mecanismos mentales que estaban presentes o ausentes en cada estudiante

y que estan en relacién con la DG que se disefio.

Resultados

Cada estudiante que sera analizado a continuacion, fue seleccionado porque sus
argumentos observables eran similares a los de otros participantes; sin embargo, sus escritos
presentan mayor claridad y estdn ligeramente mejor justificados. Esto permitié obtener
informacion relevante y una mejor contrastacion con la DG de la Regla de la Cadena
propuesta a priori.

Para el analisis de los resultados se eligieron dos estudiantes representativos que
respondieron el cuestionario: E6, quien mostr6 una concepcién objeto de la Regla de la
Cadena y E4 quien s6lo mostrd una concepcion accion de la regla en estudio. De la entrevista
se seleccionaron tres estudiantes que exhibieron diferentes niveles de esquema de la Regla de

la Cadena.
Resultados de la aplicacion del cuestionario

Estudiante E6 (Concepcion Objeto de la Regla de la Cadena)
La estrategia que utiliza E6 para responder a la primera pregunta del cuestionario,

muestra una concepcidn objeto de la composicién de funciones. Su accionar no inicia con el
calculo de (fog)(4), sino que determina explicitamente el dominio de las funciones
frghfegygeh

Una vez que E6 ha determinado los conjuntos donde las funciones estan bien definidas,

¢l justifica que “como 4 pertenece al dom(f o g) podemos calcular” (Figura 2). Pese a que
cometié un error aritmético (el resultado es 9), su manera de abordar la composicion de

funciones no obedece solamente a calculos mecanicos.
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Figura 2: Respuesta de E6 en la pregunta 1 del cuestionario

Sus calculos no se limitan a valores especificos (por ejemplo (f o g)(4)), y puede
calcular la composicion de dos o mas funciones de manera general (por ejemplo (f o g)(x)).
Las producciones que muestra en los cuatro incisos de la pregunta 1, dejaron en evidencia que
concibe la composicion de funciones como una funcién, y que esta operacién no es
necesariamente conmutativa.

En la pregunta 2, E6 respondié de forma correcta los tres incisos, en los apartados a) y
b), E6 muestra que concibe la derivada como una nueva funcion, dotada de un dominio
especifico. Su argumento para justificar que f es una funcion, es la definicibn misma del

concepto (Figura 3)

l‘ ;-1{-1{'] = -J
x:

l:l"-h he w0 b Ilri.lh_-ru:'i.:.'l; p Py gt AT toda X, ik oma devuce

-
LA .:;c'_lw =

Figura 3: Respuesta de E6 a la pregunta 2 del cuestionario.

Estas respuestas evidencian que él muestra una concepcion objeto de la diferenciacion,
uno de los constructos mentales requisito para construir la Regla de la Cadena. También las
justificaciones que E6 proporciona en la tercera pregunta del cuestionario, muestran una
concepcion proceso del algebra de derivadas y de las reglas de derivacion, ya que sus
argumentos apuntan a una explicacién general sobre la diferencia entre la derivada de una

adicion y la derivada de un producto (Figura 4).

(e d o{lmw:.u{a. £ Almo. f.ra'ﬂ-'r'-mmzn Y. ﬂ‘nwﬂf u:.-.-npfp
g DXAy) s Do+ By)
blaxx) = of DeAd

Figura 4: Respuesta de E6 a la pregunta 3 del cuestionario.
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En la pregunta cuatro el estudiante E6 no define las dos funciones solicitadas mediante
una formula algebraica, sino que determina con exactitud el dominio y recorrido de cada una
de ellas (g y h). Esta informacion permite asegurar que él muestra una concepcion proceso de
la descomposicion de funciones pues piensa que el componer las funciones g y h da origen a la
funcion f, considerando sus respectivos dominios Yy recorridos.

Si continuamos analizando las respuestas a la pregunta 5, también se evidencia que E6
muestra una concepcion proceso de la evaluacion de funciones derivadas, ya que respondio de
forma correcta los cuatro incisos de la pregunta.

Finalmente, producto del analisis de las respuestas entregadas en la sexta pregunta y de
las anteriores, queda en evidencia que el estudiante comprende la Regla de la Cadena como la
derivada de una funcion compuesta (ver Figura 5). Con sustento empirico decimos entonces
que él muestra una concepcion objeto de la Regla de la Cadena, pues piensa en ella como una

Unica regla, que es una funcion, dotada de un dominio y recorrido.

o) Lg,ah)x)
'J_..'f Ihhlﬁ:
oo » [ L\ : 7
X —u 2X=T
3 - M . ;Tn' !"‘Il - SK:
w : Ki 2,
ditii 2
-\ Chie): & l2x- 3y = (2X-3)

Figura 5: Reflexion que realiza E6 en la pregunta 6 del cuestionario.

Segun el andlisis realizado, se infiere que E6 logra encapsular los procesos
descomposicion de funciones, algebra de derivadas, reglas de derivacion y evaluacion de
funciones, para dar origen a una concepcion objeto Regla de la Cadena, la que percibe como

una funcion.

Estudiante E4 (Concepciones acciones de conceptos previos al objeto Regla de la
Cadena)

En general, las producciones que realiza el estudiante E4 en el cuestionario, en

comparacion con las del estudiante E6, no son totalmente correctas. Sin embargo, sus
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estrategias, errores y dificultades cognitivas son relevantes de destacar. De ahi que ha sido

seleccionado para mostrarlo en este escrito.

Figura 6: Respuesta de E4 al tercer inciso de la pregunta 1 del cuestionario

A diferencia de E6, el estudiante E4 no alcanza a mostrar una concepcion objeto de la
composicion de funciones, debido a que sus acciones estan limitadas a un analisis algebraico.
En su respuesta a la pregunta 1 (Figura 6), E4 reconoce que la composicion de funciones no es
conmutativa, pero él no esta pensando en ella como una funcion, es decir, no ha considerado
dominio ni recorrido. Esto se aprecia con mas claridad cuando él determina (en el cuarto

inciso de esa pregunta) que el dominio de f o g son todos los nimeros reales: esto es un error,
. . . - 1
debido a que para efectuar la composicion es necesario que el dominio sea =557
En la segunda pregunta, E4 muestra una concepcion objeto de la diferenciacion. En

L, . .y 1 .,
forma explicita declara que la derivada de la funcion f(x) = ~ €s una funcion, de modo que

Por otra parte, en la pregunta 3, E4 justifica mediante las propiedades de derivacion
que el primer procedimiento es adecuado y que el segundo no, pues estdn mal aplicadas esas
propiedades. Esto se traduce en que el estudiante da cuenta de una concepcién proceso del
algebra de derivadas y de las reglas de derivacion.

En la cuarta pregunta del cuestionario, E4 no muestra una concepcion proceso de la
descomposicion. Esto significa que si bien logré identificar (Figura 7) las funciones g y h que
al componerlas generan f, su accionar se limité a calculos algebraicos, sin considerar los

dominios y recorridos necesarios para poder efectuar la composicion.
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Figura 7: Respuesta de E4 en la pregunta 4 del cuestionario.
Ademas, para poder efectuar (g o h) (x), el dominio de h debe ser E ; oo[, hecho que no

fue considerado por E4 (Figura 7). Por ello se dice que él no muestra una concepcion proceso
de la descomposicion. En la pregunta 5, el estudiante E4 determina satisfactoriamente los
cuatro incisos solicitados. El tiene la capacidad de evaluar funciones en funciones derivadas,

sin la necesidad de utilizar, necesariamente, valores numéricos: por ejemplo, para obtener

f'(g(x)), acude al proceso reglas de derivacion (para determinar f') con el proceso
descomposicion de funciones para coordinarlos mediante el procedimiento de evaluar g(x) en
f'(x) . Por estos motivos, segun el analisis a priori que elaboramos, se dird que él muestra una
concepcion proceso de la evaluacion de funciones, construccion mental presente en la DG de
la Regla de la Cadena.

Finalmente, a la luz del andlisis realizado a las respuestas de E4, en la pregunta 6 del
cuestionario (Figura 8) y otras, afirmamos que E4 no evidencia una concepcién objeto de la
Regla de la Cadena. Esto debido a que, si bien piensa en la derivada de una funcién compuesta
como una unica regla, sélo la concibe como un algoritmo, esto es, un procedimiento
algebraico para derivar funciones compuestas. Sus producciones dan cuenta de un tratamiento
a las preguntas que no considera dominio ni recorrido de g y h. Todo el proceso es puramente

algebraico.

Figura 8: Respuestas de E4 en la pregunta 6 del cuestionario.

Si tomamos en consideracion toda la informacion que E4 proporciond, se puede

afirmar que ¢l utiliza el algoritmo “de adentro hacia afuera” que le permite derivar funciones
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compuestas, pero no concibe la regla como una funcién, pues su accionar se limita a calculos
algebraicos. Ademas, el estudiante no ha dado indicios de encapsular los procesos de reglas
de derivacién, algebra de derivadas y descomposicion de funciones, elementos que son

requisito para construir -de manera viable- la Regla de la Cadena.

Laentrevista

Estudiante 5 (Nivel operacional Intra-Regla de la Cadena)

En la pregunta 1, E5 responde satisfactoriamente a todos los incisos. Esto significa,
desde APOE, que muestra una concepcion proceso de las reglas de derivacion y del algebra de
derivadas, mediante la derivada de las funciones que ahi aparecen. Luego, en la pregunta 2, no
entrega respuesta alguna. Decimos, entonces, que no establece relaciones entre los objetos
diferenciacion y composicion de funciones. Esto dificultara —o anulard— la posibilidad de
alcanzar un nivel operacional Trans-Regla de la Cadena.

Al analizar las producciones que realiza E5 en la tercera pregunta, sucedio que
determiné la derivada de cada funcion compuesta, aunque con algunos errores (Figura 9). Por
ejemplo, en el primer inciso, no agreg6 el exponente 3 al primer paréntesis, debiendo haber
obteniendo: f'(x) = 4(x? + 2x — 1)3(2x + 2).

= t.l:}:-“ 1 x

i Flx) x4 2x -1 b. & x ;t
. - .Ili"!_ ‘o ) "|
:'.J:'.I- '|[’f'_42:l'i; {;,-):Jrl] \ L% - +|_.,JI | .

4 J't.-' ;r"

¢, B(x)=la(r +3x%) 4 plxd = sen(3x)

i) 1 O T Y - .
— - b ,I'.l'l_,-.:l'_'_.l'l"_ E%)
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Figura 9: Derivadas realizadas por E5 en la pregunta 3 de la entrevista

Estas respuestas muestran que E5 esta aplicando la Regla de la Cadena como un
algoritmo, derivando “de afuera hacia adentro”. No da indicios que permitan asegurar que
halld una funcién derivada de cada funcion, debido a que en ninguno de los casos ha
considerado el dominio en el cual es posible determinar la derivada. Ocurre que en los incisos
a), b) y d) las funciones son continuas en todos los nimeros reales y ademas son

diferenciables. Pero la funcién h(x) = In(x + 3x2) estd bien definida en ]—o0; —1/3[ U
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]0; oo[. Sélo en ese intervalo existe la derivada de h. Esta situacion no ha sido considerada por
ES.

Finalmente, para poder dar evidencias de uno de los tres niveles de esquema del
estudiante, se debe estudiar su respuesta en la Ultima pregunta de la entrevista. Pero al hacerlo
(Figura 10), se observa que no establece relacion entre objetos diferenciacion y composicion
de funciones.

Define una funcién f que corresponda a la compuesta entre dos funciones. Luego
calcula la derivada de /.

’fwjo Fv»blerms pareet de finiv Lo funcion “J‘ Ly

O veauxdo Yo compuesto entve dos Tunciones

Figura 10: Respuesta de E5 en la pregunta 4 de la entrevista.

Ademas de no establecer dichas relaciones, ha separado completamente el concepto de
funcion y composicion de funciones de la Regla de la Cadena. Dicho de otro modo, E5
concibe la regla como un algoritmo y no como una funcion. Por toda esta evidencia que
mostramos se dird que él muestra un nivel de esquema Intra-Regla de la Cadena, y que solo
realiza acciones sobre las construcciones mentales dispuestas en la DG de la Regla de la

Cadena.

Estudiante E1 (Nivel operacional Inter-Regla de la Cadena)

El estudiante E1 deriva satisfactoriamente las funciones que aparecen en la primera
pregunta de la entrevista semiestructurada (Figura 11). En este caso, E1 evidencia una
concepcién proceso de reglas de derivacién y una concepcidén proceso del algebra de

derivadas.

d, tlx) = senlr)

G s won D AR
O he DR OGNy b

A Ly e

Figura 11: Ejemplo de respuesta de E1 en el cuarto inciso de la pregunta 1 de la entrevista.
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En la segunda pregunta (Figura 12) E1 identifica los valores reales para los cuales esta
bien definida la derivada de (g h)(x). Su respuesta evidencia que él desencapsula el objeto
composicion de funciones mediante la condicion para efectuar la compuesta (Rec(h) N
Dom(g) # 0), y concluye que solo 1, 2 y 4 permiten que la derivada de (g o h)(x) esté bien
definida. Esto significa que existe una coherencia en las relaciones que E1 construye entre los
objetos de funcion, composicién de funciones y diferenciacion. Esta coherencia en la
articulacion de construcciones mentales son las transformaciones que los estudiantes realizan,

para dar una respuesta correcta a la pregunta.

| | # -._
,._L} By Dicd OELMNAA. POnn- Loz Vaknss I,“_'* Lo
; | : 7 ’
; - AES & e uedg oGl
|A l-u;_'.: Gon a3 Undind  VALORE S Lee f-;-_r i il LD
o ba DTy
. | L | . 1e L saiids
I 0ap 1rad Fourh) UR Lanl el 0 &
"II;I rrul-‘.'.. MM . N VAP

Figura 12: Respuesta de E1 en la pregunta 2, inciso a), de la entrevista.

Al observar en la figura 12, la respuesta al inciso b), se aprecia que E1 identifico la
imposibilidad que existe para determinar la derivada de (ho g)(x), pues no es posible
componer ambas funciones, ya que Rec(h) N Dom(g) = @. De esta forma él continua
mostrando transformaciones coherentes entre los objetos diferenciacion, funcion 'y
composicion de funciones.

En la tercera pregunta de la entrevista (Figura 13), el estudiante E1 determind la
derivada de cada funcion, pero sus estrategias son mecanicas, ya que no considera el dominio
en el cual la derivada esta bien definida, y en todas las funciones el dominio es el sistema de

los nimeros reales, menos la funcion h(x), que estd bien definida en el intervalo
]—oo;—l/g[u]o;oo[. El utiliza la Regla de la Cadena como un algoritmo, y pese a que

evidencia hacer transformaciones, éstas ain no son del todo coherentes, pues en este caso no

articula el objeto funcion con el objeto diferenciacion.
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Figura 13: Derivadas de funuones, entregadas por E1, en la pregunta 3 de la entrevista.

Esta situacion no es un hecho aislado. Al responder a la pregunta 4 de la entrevista
(Figura 14), queda en evidencia que E1 realiza transformaciones al derivar la funcion seno.
Sin embargo, su accionar deja de lado los objetos funcién y composicion de funciones, al no

considerar el dominio de la funciéon que ha creado.

Figura 14: Funcidén compuesta creada por E1 en la cuarta pregunta de la entrevista.

Toda esta evidencia se constrastd y analizd con las caracteristicas definidas en los
niveles operacionales del esquema Regla de la Cadena. En base a ello se sustenta que el
estudiante E1 muestra hasta un nivel Inter-Regla de Ila Cadena, ya que realiza
transformaciones sobre los objetos composicién de funciones, diferenciacién y funcién, sin

embargo, estas aun son débiles y no estan presentes en todas las respuestas que él entrega.

Estudiante E8 (Nivel operacional Trans-Regla de la Cadena)

La informacion que el estudiante E8 entrega en la pregunta 1 de la entrevista, sustenta
que él muestra una concepcion proceso de las reglas de derivacion, pero ademas esta
realizando transformaciones con los objetos funcion y diferenciacién, mediante una
coordinacion que ocurre a través del dominio de cada funcién, determinando el conjunto en el
cual esta bien definida cada funcion (Figura 15)

En la segunda pregunta, E8 declara el dominio que permite definir adecuadamente la

composicion entre g y h. El realizo transformaciones (Figura 16) coherentes entre los objetos
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diferenciacion y composicion de funciones, debido a que reconoce y aplica la condicion que es

necesaria para componer: Rec(h) N Dom(g) # @.

Figura 15: Respuesta de E8 a los incisos a) y ¢) de la pregunta 1 de la entrevista.

De manera analoga, E8 identifica explicitamente, en el segundo inciso de la pregunta,

que no existe un valor que permita componer h o g.

Figura 16: Respuesta de E8 al primer inciso de la pregunta 2 de la entrevista.

Si continuamos analizando las respuestas del estudiante E8, se puede apreciar que
aplicé correctamente la Regla de la Cadena en cada uno de los incisos de la pregunta 3. En la
figura 17 se puede observar que E8 identificé que ]—oo; —1/3[ U ]0; o[ es dominio de la
funcion h vy, posteriormente, calculd su derivada. De esto se infiere que él muestra una
conservacion de estructuras entre las transformaciones que realiza sobre los objetos funcion,
composicion de funciones y diferenciacion y sobre los procesos reglas de derivacion, algebra
de derivadas y descomposicion de funciones.

Al decir conservacion estructural en las transformaciones nos referimos al estudiante
que piensa en cada transformacion —que realiza— como parte de una estructura matematica
coherente. No sOlo las reconoce, sino que también puede modificarlas y adaptarlas para
responder correctamente a un problema nuevo para él. En este caso particular, el estudiante E8
articula el objeto funcion con el objeto diferenciacion, mediante el calculo del dominio de la

funcion h (ver Figura 17). Evidencia que si el dominio es |—o;1/3[ U ]0; o[ entonces la

derivada de la funcién h es h'(x) = ::36;2. Por este motivo diremos que hasta el momento, E8

establece una conservacién estructural en las transformaciones.
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Figura 17: Respuesta de E8 al inciso c) de la pregunta 3 del entrevista.

En sus producciones, el estudiante E8 muestra algunas transformaciones que forman

parte de una estructura matematica, que le permite articular el objeto composicion de

funciones con el objeto funcién, para dar origen a g(h(x)) = f(x) =xl siempre que

3
x € R —{0}. Luego, él coordina los procesos de reglas de derivacion, algebra de derivadas y
descomposicion de funciones, para obtener f'(x) = ;—f a condicién que x € R — {0}. Estas
acciones muestran una conservacion estructural en las transformaciones, ya que E8 adapta los
conceptos matematicos, involucrados en la Regla de la Cadena, para responder correctamente

a la pregunta 4 de la entrevista. Por toda esta evidencia, diremos que él tiene un nivel

operacional de esquema Trans-Regla de la Cadena.

Figura 18: Respuesta de E8 en la pregunta 4 de la entrevista.

Conclusiones y sugerencias pedagdgicas.
En esta investigacion se procurd identificar la manera en que los estudiantes abordan

cognitivamente la Regla de la Cadena, entendida como la derivada de una funcion compuesta
en una variable real. El interés estuvo centrado en las estructuras mentales que son necesarias
para construir esta regla, y caracterizar los niveles de comprension que se tiene de ella,
mediante los niveles operacionales de esquema Intra-Regla de la Cadena, Inter-Regla de la
Cadena y Trans-Regla de la Cadena. Esta triada describe el nivel de coherencia de las

relaciones que existen entre los elementos constitutivos del concepto estudiado.
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Con base en la evidencia empirica, se encontraron varios resultados. Primero se
confirma la existencia de tres concepciones objetos para construir el concepto Regla de la
Cadena: funcion, diferenciacion y composicién de funciones. Pero ademas, concluimos que
también son relevantes tres concepciones procesos: reglas de derivacion, algebra de derivadas
y descomposicion de funciones.

Otro hallazgo es que los estudiantes no solo tienen dificultades al relacionar la Regla
de la Cadena con la composicion de funciones, sino que, en varios casos, ellos han separado
totalmente ambos conceptos matematicos. Esto significa, entonces, que un estudiante
desconoce que al utilizar esta regla estd derivando funciones compuestas. Situacion que
contradice su propia definicion de esta regla. Concluimos que esto se debe, en alguna medida,
al algoritmo que hemos llamado “de afuera hacia adentro”, pues provoca que la Regla de la
Cadena se convierta en un algoritmo —mecanico— que se aplica a cualquier funcion. Esto se
observo en el estudiante E4, quien logro determinar la derivada de funciones compuestas
(pregunta 3), pero no logro crear una funcion compuesta que pudiese ser posteriormente
derivada (pregunta 4).

Ocurre ademas que no solo la composicion de funciones se ha alejado de la Regla de la
Cadena, sino también el concepto de funcion. Los estudiantes E4 y E1 aplicaron la regla sin
averiguar la posibilidad de derivar una funcion compuesta, mediante el dominio de cada
funcion. No es de extrafiar, en consecuencia, que resulte dificultoso una comprension profunda
de la Regla de la Cadena por parte de los estudiantes del caso.

Por toda la evidencia encontrada concluimos que la descomposicion genética elaborada
(Figura 1), permite establecer un camino viable para la construccion de esta regla, en la mente
de cada aprendiz del caso de estudio. Insistimos en sugerir que las estrategias de aprendizaje
para la derivada de una funcion compuesta promueva la incorporacion de las construcciones y
mecanismos mentales presentes en la DG.

Ademads, a la luz de los resultados obtenidos, consideramos necesario modificar las
caracteristicas que definen los tres niveles de esquema de la Regla de la Cadena, en la forma

como se muestra en la Tabla 3.

Revista Paradigma, Vol. XXXV, N° 2, Diciembre de 2015/ 146 — 176 173



Cristobal Valdivia Sepulveda & Marcela Parraguez Gonzélez

Tabla 3: Restructuracion de los niveles de esquema a la luz de los resultados obtenidos.

Nivel operacional Intra-Regla de la Cadena: Se considera que un aprendiz muestra este nivel de
esquema cuando establece relaciones a traves de:

v' Utilizar la Regla de la Cadena como un conjunto de reglas —aisladas— para calcular
la derivada de funciones compuestas.

v’ Utilizar la Regla de la Cadena para derivar funciones compuestas, restringiéndose a
algunos tipos particulares de funciones, entre ellas, la funcion potencia, logaritmo,
exponencial, polinémica, trigonométricas, racionales e irracionales.

v No establecer relaciones entre los conceptos de diferenciacion, funcion, composicion
de funciones, descomposicion de funciones, reglas de derivacion y algebra de
derivadas.

v Operacionalizar la Regla de la Cadena como un algoritmo mecanico y no como una
funcion definida bajo un dominio y recorrido.

v Desconocer 0 no comprender la condicion que Recorrido(h) N Dominio(g) # @ de
modo que, por ejemplo, (g o h) (x) esté bien definida.

Nivel operacional Inter-Regla de la Cadena: Este nivel se caracteriza por aquellas respuestas y
razonamientos que ocurren cuando un aprendiz realiza transformaciones a traves de:

v’ Utilizar la Regla de la Cadena para derivar cualquier tipo de funciones compuestas,
de forma correcta.

v’ Establecer transformaciones -—débiles o erradas— entre los conceptos de
diferenciacion, funcion, composicion de funciones, descomposicion de funciones,
reglas de derivacion y algebra de derivadas.

v Reconocer la condicion que Recorrido(h) N Dominio(g) # @ de modo que

(g o h)(x) esté bien definida, sin embargo, no es utilizada en las estrategias para

resolver un ejercicio o situacion problema.
v Concebir la Regla de la Cadena como una funcion, pero sus estrategias no se
condicen con el concepto de funcion.

Nivel operacional Trans-Regla de la Cadena: Las caracteristicas que definen este nivel de
esquema son aquellas cuando el aprendiz establece conservacion en las transformaciones a través de:
v Reconocer la Regla de la Cadena no como un conjunto de reglas aisladas, sino mas

bien, como una Unica regla que establece una relacion en la derivada de funciones

compuestas, mediante la expresion matematicas (g o h)'(x) = g’(h(x)) - h'(x),

VxeA, para todo tipo de funciones reales gy h.

v Considerar la Regla de la Cadena como una estructura matematica integrada, que se
puede aplicar a cualquier tipo de funciones compuestas y de variable real.

v Operacionalizar la Regla de la Cadena como una funcion, donde intervienen los
conceptos de diferenciacion, funcion, composicion de funciones, descomposicion de
funciones, reglas de derivacion y algebra de derivadas, estableciendo relaciones
validas y coherentes.

v" Reconocer, comprender y aplicar la condicion que Recorrido(h) N
Dominio(g) # @ de modo que (g o h) (x) esté bien definida.
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