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Resumen
Se presenta aqui un estudio exploratorio cuyo igbjefue caracterizar las estrategias
heuristicas puestas en juego, de manera esporatresalver problemas matematicos, por los
estudiantes de un curso de nivel pre-universitéorso de Aprestamiento Universitario,
CAU) gue se desarrollé en la Universidad NaciomalGeneral Sarmiento (Argentina), y a lo
largo del cual se trabajé con problemas aunqueen@anted la ensefianza de heuristicas. La
investigacion se enmarca en la Resolucion de Rr@deomo linea tedrica de la Didactica de
la Matematica, cuyos referentes principales sogaPplSchoenfeld, entre otros. En el marco
de una metodologia cualitativa se aplicdé un test yealizaron entrevistas. Se analizaron los
resultados utilizando categorias referidas a hizagspreviamente establecidas en el marco
tedrico. Entre los resultados principales se emoogtie los sujetos del estudio utilizaron
algunas heuristicas que, aunque no fueron ensefegidicitamente por el docente, son
promovidas por las tareas mismas; entre ellas sengaron heuristicas vinculadas con la
ejemplificacion, el uso de diversidad de registtesepresentacion semiotica y la analogia; sin
embargo, las heuristicas mas pertinentes al momaéatplanificar la tarea no han sido
recabadas; por ello se propone realizar, en uresfigacién posterior, un estudio donde se
promueva la ensefianza de estas Ultimas, y quewgbangna mayor cantidad de sujetos.
Palabras clave: Estrategias heuristicas, resolucion de problematematica preuniversitaria.

AN EXPLORATORY STUDY ABOUT HEURISTICS IN STUDENTS O F A PRE-
UNIVERSITY MATHEMATICS COURSE

Abstract

It is presented an exploratory study that aimectledracterizing the heuristic strategies,
spontaneously used to solve mathematical problenesent in students of a pre-university
course (Curso de Aprestamiento Universitario, CAlbd)ch took place at Nacional University

of General Sarmiento (Argentina). Along this coussedents worked with problems, but the
teacher did not teach heuristics intentionally. Theoretical framework of this research is
Problem Solving, as a theorical line in MathematEducation whose principal researchers
are Polya and Schoenfeld, among several other$ &/iualitative metodology a test was
applied and interviews were held. The results waralysed using cathegories referred to
heuristics that were previously stated in the teecal framework. Some of the main results
show that the subjects used some heuristics thiagugh were not taught, are promoted by
the tasks, like heuristics related with exemplifica, use of different semiotic representation
registres and analogy. Although heuristics usefyplan tasks were not found. It is proposed
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here a future study to promote the teaching ofethi@st ones in a new research that involve a
greater quantity of students.

Keywords. Heuristic Strategies, Problem Solving, Pre-Uniitgislathematics.

Introduccién

El trabajo reportado aqui se inserta en la trabsieintre el nivel educativo medio y el
superior; en particular, estuvo focalizado en laversidad Nacional de General Sarmiento
(UNGS, Argentina), Institucion ésta que, desde isisos, ha puesto especial interés en
ofrecer una propuesta didactica apropiada paradagliantes que aspiran a ingresar a ella.
Tanto es asi que se han realizado investigaciopes €jemplo Alterman, 1995) que
fundamentaron el disefio del Curso de Aprestamidsmoversitario (CAU) a nivel de
pregrado, el cual fue concebido como un dispositikdactico que, atendiendo a las
particularidades de los estudiantes, ofreciera ap@dén que se ajustara a sus necesidades
favoreciendo su insercion en la UNGS y un desempedode con las exigencias del nivel
educativo superior. Una de las asignaturas del QA& deben cursar todos los estudiantes,
independientemente de la carrera elegida, es Mé&t@naasi que, por las razones
institucionales antes mencionadas y por las diadés propias del aprendizaje de esta
disciplina, este curso ha sido y es objeto de gasanvestigaciones didacticas.

En particular el estudio que aqui se presenta tt@mo contexto de investigacion a la
Matemética del CAU, la cual tiene como eje transaiela resolucion de problemas planteada
como una metodologia de ensefianza y no como uargdata ensefiar (Charnay, 1988). Por
ello, se considera que las heuristicas que utilipanestudiantes de este curso surgen de
manera espontanea y no como producto de una erseifitencionada.

Algunas preguntas que orientaron el trabajo fueg@ncuales heuristicas recurren los
estudiantes para resolver problemas? ¢Hay algwtbpinancia de heuristicas en distintos
contenidos matematicos? ¢Reconoce que una mismateg& la utiliza en diversos
problemas, incluso con contenidos diferentes?

En este trabajo, de corte cualitativo, se pregeids resultados de un estudio
exploratorio cuyo objetivo es caracterizar lasasgiias heuristicas que ponen en juego, de
manera espontanea, estudiantes de un curso de 8eterdel CAU al resolver problemas
matematicos.

Para recaudar informacion, se aplico, a todogéoticipantes del curso, un test con
problemas matematicos para resolver por escritorgaizaron entrevistas a algunos de ellos.

Referentes Tedricos y Conceptuales
Hoy en dia, tanto matematicos como docentes de nMdiea coinciden en la
importancia de que los estudiantes sean capacesaeger problemasAlgunos matematicos
identifican a su disciplina con la resolucién deljjemas.
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“El matematico profesional de tiempo-completo yarsu ocasional de matematicas, y
todo el espectro de la comunidad cientifica en myedidos necesitan resolver problemas,
problemas mateméticos, y nuestro trabajo es enesf@mo hacerlo, o bien, ensefiar a
sus futuros maestros cémo ensefiarles a hacerltrh@$a1975).

Desde la Educacion Matematica, diversos autordgeses la importancia de ensefar a
resolver problemas. En particular, De Guzman sustie

Una de las tendencias generales mas difundidascbagiste en el hincapié en la
transmision de los procesos de pensamiento proleida matematica mas bien que en la
mera transferencia de contenidos. La matematicasase todo, saber hacer, es una
ciencia en la que el método claramente predomibeesal contenido. Por ello se concede
una gran importancia al estudio de las cuestioaesbuena parte colindantes con la
psicologia cognitiva, que se refieren a los progesentales de resolucién de problemas
(De Guzman, sff).

En general hay acuerdo en considerar que la fodmadel sujeto deberia ser flexible
como para que éste sea capaz de enfrentarse a tare@as, que sean desafiantes y mas
cercanas al tipo de actividad profesional que examtente tendra que desarrollar. En este
contexto, la enseflanza de la Matematica juega lucentral y en particular en la transicion
entre el nivel educativo medio y el universitarsigndo este Ultimo el responsable de la
formacion profesional del sujeto.

Este trabajo se enmarca, dentro de la Didacticdad®latematica, en la linea de
Resolucion de Problemas. El principal referenteeska corriente didactica ha sido George
Polya. Su libro “How to solve it” (1945), en el queopone un modelo del proceso de
resolucion de problemas y una sistematizacion siddses y las heuristicas utiles en dicho
proceso; constituyé el primer trabajo en la diréecde establecer una relacion entre la
resolucion de problemas y la heuristica con lafarszga de la Matematica. Posteriormente,
muchos investigadores tales como Schoenfeld, KigsatLester, Guzman, Fridman, Jungk y
otros, retomaron las ideas de Polya y siguierdrajeado en esta linea, proponiendo modelos
alternativos de resolucién de problemasmigdelo planteado por Polyd945) establece que
las fases en el proceso de resolucion de probleprascomprender el problema, concebir un
plan, ejecutar el plan y examinar la respuestanaiide

En esta corriente didactica la nocidonpmteblemaes de central importancia. Por ello la
mayoria de los investigadores que trabajan enlgsta han dedicado esfuerzo a precisar
como la conciben. Entre las diversas definicionEgireas tienden a caracterizar a los
problemas por oposicién a los ejercicios rutinariéatendiendo que la resolucion de un
ejercicio rutinario demanda la aplicacion directa dlgin método o procedimiento
algoritmico, conocido previamente, que permitebarria la soluciébn de manera inmediata, se
comparte la postura que coloca a la resolucionrdblgmas y la resolucion de ejercicios
rutinarios en polos opuestos. La resolucién dereblpma implica un proceso creativo y de
una complejidad cognitiva mayor, en tanto que @inalo debe elaborar su propio método de
resolucion, apelando a sus conocimientos preveiapkciendo nuevas relaciones entre ellos
y, ademas, empleando diversos procedimientos, tdgtritmicos como heuristicos. De esta
manera, se coincide con Gonzéalez (1998) en queslalucion de un problema matematico
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constituye undarea intelectualmente exigentgues no se realiza con la simple activacion de
la memoria, ni con la aplicacion mecanica de es@geagoritmicos o recetas preconcebidas.
Por el contrario, requiere de un cierto esfuerreléctual.

Se considera que para que una situacion represeqeblema para un sujeto, éste debe
disponer de las herramientas necesarias para entgathordar la situacién planteada, y poder
esbozar una resolucién, aungque no arribe necesartam la solucion correcta. Por otro lado,
la situacion no debe ser ni tan cercana ni tanlf@ngjue permita una resolucion inmediata por
parte del sujeto, puesto que entonces no representa problema para él. Como sostiene
Parra (1990) “..un problema lo es en la medida en que el sujetp@lse le plantea (o que se
lo plantea él mismo) dispone de los elementos pamaprender la situacién que el problema
describe y no dispone de un sistema de respuestasnéente constituido que le permita
responder de manera casi inmediata partir de lo dicho anteriormente, y como sostie
Charnay (1988), se entiende que la nocion de prables relativa al sujeto, en tanto que una
situacion que puede representar un problema padet@nminado sujeto puede no serlo para
otro.

Para este trabajo se toma la definiciorsitigacion probleméatic@ropuesta por Gonzalez
(1998) y se la adapta para elaborar la definiciéprdblemapara un sujetpque se usa de
aqui en adelantéUna situacion es umproblema para un sujeto cuando éste, estando motivado
(u obligado por las circunstancias académicas, peades o0 vitales) para alcanzar un
determinado objetivo, se encuentra impedido orfadst de modo temporal, para lograrlo”

Cuando un sujeto esta intentando resolver un prableecurre a una diversidad de
estrategias que le ayudan a entender el problemoydar su resolucion. A estas reglas,
sugerencias y modos de proceder, que resultan semb@mtiles al momento de resolver un
problema, se las llama estrategias heuristicasdlefieen lasheuristicascomo “estrategias
sistematicas de busqueda para el analisis, lasemacion y la transformacion del problema
gue ayudan a un individuo a entender mejor un proal o a hacer progreso hacia su
solucion” (Verschaffel, 1999 citado por Koichu, Bem y Moore, 2003). Se considera
importante el aporte que realiza Monereo (1998gatacar que, si bien las heuristicas ofrecen
una guia y ayudan a establecer un camino de rédojJusu uso no asegura la resolucion
exitosa del problema.

La Tabla 1 es una adaptacion de la propuesta pmhicet al. (2003). En la primera
columna se indican los descriptores generales Ibajauales se agrupan las heuristicas por
caracteristicas comunes. En la segunda columnaispenén algunas estrategias que se
encuentran usualmente en la bibliografia y en tanél se ofrece una breve descripcion de
cada una de ellas.
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Tabla 1. Organizacion de heuristicas

Descriptores

generales Heuristicas Descripcion
Trabajar hacia adelante Abordar el problema pattiefe las condiciones y los datos dados.
Planificar Trabajar empezando por qlSuponer que se tiene una solucion y analizar sasteaisticas.
final
Activar Recurrir a teoria Recordar y utilizar teoria relacionada con el peotd que puede ser Util
L relacionada para su resolucién.
experiencia , - — -
previa Razonar por analogia Recordar problemas resueites@mente, cuya resolucion resulte (itil

para abordar la resolucion del nuevo problema.

Seleccionar una Realizar un dibujo CI_Reallzar una dgs;_cnpcmn gréafied problema mediante una figura, jun
representacion iagrama o un gréfico.
adecuada para el| Reinterpretar el problema] Traducir el problema en un lenguaje diferente alodgue facilite e
problema en un lenguaje diferente | abordaje: del simbdlico al coloquial o al numériets,
Reducir a problemas ya | Realizar alguna variacion en el problema que pertnénsformarlo en
resueltos otro ya conocido.
Reducir a un problema mpRealizar una simplificacién para obtener un prollesemejante pero
sencillo més sencillo, cuyo abordaje ayude a resolver dlenea original.
Moadificar el
problema e : . -
Dividir el problema en Descomponer en subproblemas, analizarlos indepeediente y luegq,
subproblemas recombinar las soluciones parciales para formuiaraolucién general,
Introducir un elemento Presentar algin elemento que no fue dado en eteandel problema
auxiliar (como cambio de variables, construccién auxiliar.,) e
Analisis sistematico de | Asignarle valores a los parametros del problemen patraer pautas |y
casos (Induccion) realizar una generalizacion que permita avanzdaeesolucion.
Examinar casos ["Anpalizar casos limites 0 | Considerar valores extremos para explorar la gangodibilidades.
particulares especiales
Analizar ejemplos Considerar valores cualesquigra sirvan para ejemplificar y explofar

el problema.

Examinar la
solucion obtenida

Verificar utilizando
distintos registros de
representacion (ver: Nota
1)

Verificar la respuesta usando un registro de reptesion distinto d
aquel en el que se produjo dicha respuesta.

Verificar usando casos
particulares.

Verificar la respuesta en casos particulares.

Entre de los descriptores generales, se ha coadafétxaminar la solucion obtenida”

puesto que en el nivel de formacion en el que gkajd, el hecho de verificar puede
representar un problema en si mismo para el estediRor ello podrian ponerse en juego
algunas heuristicas en esta etapa de la resoldeian problema.

Es importante destacar que la estrategia “Verifigdlizando distintos registros de
representacion”, ubicada en la segunda columna tibla, no se encuentra en los listados que
figuran cominmente en la bibliografia, sino questitulye una formulacion propia que surge
a partir del andlisis realizado en el estudio. Qupdndiente corroborar la pertinencia de
incluirla en la lista disponible de heuristicas. &studios posteriores se revelara si otros
resolutores también hacen uso de ella.
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Método
Escenario del estudio
Para el estudio se seleccion6 un curso de la dsrgnslatematicadel CAU de la
UNGS, ésta es una universidad publica ubicada eorelrbano bonaerense, a 35 km de la
Capital Federal. Se inserta en un ambito de nigelosecondmico medio o medio-bajo del
cual procede la mayoria de los estudiantes. La UN&®teresa por ofrecer una propuesta
pedagdgica apropiada a los sujetos que recibeiatattda las dificultades que presenten.

El CAU es un curso pre-universitario de caractesino pues constituye la primera
instancia curricular para la formacion universdade todos los aspirantes a ingresar a la
UNGS, cualquiera sea la carrera elegida. Su prtppsncipal es preparar al estudiante para
su vida universitaria (ver mas detalles en el Regldo del CAU).

En el CAU se dictan tres asignaturas: Matematieato-Escritura y Taller de Ciencia.
Matemética estéd disefiada segun una concepcionrecinat y social del aprendizaje (mas
detalles en el programa de Matematica), en la guesidera que el estudiante, para aprender
Matemética, debe tener un rol activo y ser capazraddizar “actividad matematica”
interactuando con otros, ya sea con pares o cdogagnte. En esta l6gica se espera que el
docente promueva un trabajo en el aula en el questidiante deba resolver diversas
situaciones matematicas, a partir de las cualgansdistintos tipos de actividad matematica.
Se busca que las tareas propuestas den lugared gsieidiante se formule cuestionamientos y
posibles respuestas antes de la explicacion didqmo

Los propésitogenerales del curso de Matematica fueron:
Favorecer la actitud de los estudiantes haciarehajraje de la Matemética

Facilitar la apropiacion de herramientas de trab@gematico y adquisicion de recursos
de aprendizaje.

Los contenido®stan organizados en dos modulos. El modulo ¢ teemtenidos propios
del nivel medio: niumeros reales, algebra y geomefi modulo Il inicia el estudio de
funciones numéricas alrededor de un trabajo soladehzacion matematica mediante el cual
se plantean modelos simples que describen algtueci€in simplificada de la realidad. Los
contenidos que se abordan son los de funcionesdpuicas, funciones racionales, funciones
exponenciales y logaritmicas. El tratamiento de dostenidos se realiza, en una primera
instancia, a partir de problemas y, luego, se plast estudio descontextualizado.

La modelizacion matematica y la resolucion de palals son aspectos centrales de la
propuesta pedagogica, como se indica en el progdara asignatura, dado que brindan un
contexto propicio para que el alumno desarrollevarada actividad mateméatica y cambie su
actitud hacia esta ciencia. En cuanto a la resmludie problemas, interesa que el alumno
comprenda que la Matemética es una disciplina fpeee herramientas para resolver ciertos
problemas de la realidad. Se fomenta que el alupi@ose, encare y resuelva problemas
aungue no haya una ensefianza explicita de téamic@todos para resolverlos. Es decir, la
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resolucion de problemas estéd considerada como etadoiogia y no como un contenido a
ensefar.

Otro de los aspectos centrales del curso de Maimanés la argumentacion y la
validacion. Interesa introducir a los alumnos erpiladuccion de argumentos para validar
enunciados matematicos. La intencion es proporteacsones en las que los alumnos se
encuentren comprometidos a defender su propio pdetwista frente a otras propuestas,
justificando y argumentando su postura. Esto oldigdumno a explicitar el conocimiento, lo
gue provoca un necesario avance en su comprensitos conceptos involucrados. Por otro
lado, la actividad de validar, argumentar y juséfi practicada sistematicamente, favorece en
el alumno la adquisicién de una creciente auton@misu aprendizaje.

Enfoque del estudio

La etapa de la investigacion llevada a cabo tuwv fimalidad exploratoria pues no se
contaba con informacién previa sobre la tematia, nibdo que por ello se considero
apropiado el enfoque cualitativo.

Sujetos del estudio

Se trabajé en un curso de Matemética que fue sefemn por la posibilidad de realizar
un seguimiento, durante toda su extension, dehges@o de sus estudiantes. Aunque no hubo
ensefianza intencional sobre el uso de estrategiadsticas, como ya se menciond, los
estudiantes resolvieron diversos problemas. Eséa tee llevo a cabo tanto en el saldén de
clases como en tareas domiciliarias individualeenteega periddica. Se pueden identificar
distintos tipos de estudiantes: aquellos que sergraron cémodos con las tareas, pudiendo
en buena medida resolverlas fluidamente; quienesenmomprometieron con las actividades
planteadas y aquellos que aun con dificultadestraros responsabilidad y esfuerzo.

Se seleccionaron tres informantes clave entre lgue&ue hubieran manifestado
responsabilidad en las tareas referidas a la r@solule problemas. Se hace referencia a ellos
como Al, A2 y A3. Las caracteristicas mas relevad&ecada uno de ellos son:

Estudiante AL manifesté mucha dedicacion y esfuerzo por aprekiZematica, area
gue le resultd muy dificil. En particular, puso maesmero ante la resolucion de problemas.
No disponia fluidamente de conocimientos basicdsndel medio, en particular porque
llevaba muchos afos de terminado el nivel. Su desBmen los exdmenes fue regular.

Estudiante A2: manifesté buena actitud hacia la Matemética y artiqular a la
resolucion de problemas, disponia de los conociméemasicos del nivel medio, y su
desemperfio en los exadmenes fue bueno.

Estudiante A3: manifestd buena actitud hacia la Matematica nadairesolucién de
problemas, disponia de los conocimientos basicbsidel medio y centralmente manejaba
las cuestiones algebraicas algoritmicas. Su desengelos examenes fue bueno.
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Procedimiento para recabar la informacion

Se realiz6 un seguimiento de las resoluciones stenttis problemas. Durante las clases,
mediante observacion participativa, se revisar@oloeiones grupales, individuales y se
analizaron las tareas domiciliarias. Este seguitnida la actividad de los estudiantes permitid
conocer la disponibilidad de conocimientos matecodti tanto procedimentales como
conceptuales, asi como la actitud frente al aprajelde la Matemética y a la tarea de resolver
problemas. También se pudo conocer el tipo deidaties resueltas a lo largo del curso. Esto
brind6 informacién acerca de qué situaciones poddpresentar problemas para este grupo.

Instrumentos y Técnicas

Como se ha mencionado en la introduccion, el ofgjatiel estudio llevado a cabo fue
caracterizar las estrategias heuristicas que pengnego, de manera espontanea, estudiantes
de un CAU al resolver problemas matematicos. Plrae utilizaron un test y una entrevista,
como se detalla a continuacion.

Test (Ver anexo)

Se utiliz6 como instrumento un test con actividagas resolver individualmente, por
escrito y para realizarse fuera de las clases. l@omtenciéon de que las actividades
seleccionadas resultaran problema para el grupestigliantes, fueron disefiadas con los
siguientes criterios:

a) Que fuera factible que los estudiantes cont&@m las herramientas cognitivas
necesarias para abordar la resolucién y que lasceaos no fueran familiares.

Se disefiaron las actividades considerando lo adbagn el curso de modo que al
encarar su resolucion, los estudiantes contarancoancimiento tanto en lo que refiere a
contenidos como a habilidades, algoritmos, procexlitos, etc. También se contemplé con
mucho cuidado que los planteos de las actividagesliferenciaran de los presentados
habitualmente en el texto del curso (ver CarnEhilsetti, Formica y Rodriguez, 2007). De
esta manera se intentd0 garantizar que las resokgioo se pudieran obtener de manera
inmediata sino que requirieran la elaboracion denétodo de resolucion propio.

b) Que dichas actividades admitieran una variegatediristicas. Se tomo este criterio
debido a la posibilidad de lograr mayor riquezdasirespuestas de los estudiantes.

El test fue aplicado a todos los estudiantes dslocu
Entrevista

Se aplicé a los tres estudiantes seleccionadoslacantencion de complementar la
informacion acerca del uso de heuristicas puest@isego al resolver (o intentar resolver) las
situaciones propuestas en el test. La entrevisthss@d en funcion de las respuestas escritas.
Se disefiaron preguntas individualizadas que: apiatan poner de manifiesto las heuristicas
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utilizadas cuando no habia registro escrito des @llh) aclararan el uso de estrategias cuando,
habiendo rastros en el registro escrito, no eréi@bepla intencion de su uso.

Técnicas aplicadas en el andlisis de la informacigrabada

Con el fin de determinar las heuristicas utilizagasslos estudiantes en la resolucién de
problemas matematicos se realizd un analisis dprlmsesos puestos en juego al resolver las
situaciones planteadas en el test, considerando fas resoluciones escritas como las
explicaciones que surgieron en las entrevistasa Pada estudiante se consideraron como
unidades de analisis las resoluciones de cadaeitmsgroblemas junto con las explicaciones
gue ofrecieron respecto de ellas en la entrevista.

El método analitico se baso en interpretar inforémaae las unidades de analisis
utilizando categorias previamente establecidagpdfticular, se interpretd informacion de las
unidades mencionadas, en términos de las heusistitaa organizacion de ellas propuesta en
el marco tedrico.

Analisis

Actividad N° 1. Para esta actividad en la que se pide graficariadita de valores,
funciones exponenciales y logaritmicas, se encamaen las resoluciones escritas
presentadas por los estudiantes, “buenas aproxamex’i a los gréaficos solicitados (Ver Nota
2).

Como podra observarse, los estudiantes Al y AZriecon a las heuristicdsazonar
por analogia” y “recurrir a teoria relacionada”. Estos estudiantes pudieron realizar los
gréficos estableciendo una analogia con lo estadéadlas funciones cuadraticas. En dicho
curso, se trabaj6 la forma canénica de la funcidedraticag: R — R, g(X) = a(x—h)? + k
explicitando los desplazamientos que se producerl aafico def: R — R, f(x) = x° al
cambiar los parametras h y k.

A continuacién se muestra parte de la resoluciéritagle Al junto con fragmentos de su
entrevista que muestran las evidencias de lo quiesagsostiene. Algunos de los graficos que

propuso Al pueden verse en la Figura 1.

PARADIGMA, Vol. XXX, N° 2, Diciembre de 2009159 - 178 167



Tamara Marino y Mabel Rodriguez

Figura 1. Fragmentos de la resolucién escrita steldéante Al.
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Fragmento de la entrevista de Al

168

E: para el ejercicio en donde tenias que hacerigosf de funciones exponenciales y
logaritmicas, ¢como llegaste a hacer los graficgg® qué recurriste? ¢En qué te
basaste?

Al: primero me fijé los corrimientos laterales yrtigales, y el inverso del grafico.
Después me fijé, para poder graficar, los valoresdk cortaba los ejes x e y. Deya
tenia el grafico. Mirando ese grafico ya sabia cdafitwujarlo corriendo para arriba o
para abajo.

E: ¢coOmo supiste si tenias que correr para arriljzaca abajo?

Al: por como esta escrita la funcion, si es —1retugar para abajo sobre el eje y, y si
esta al lado del x, digamos x + 3 por ejemplo, @l lado izquierdo o derecho.

E: ¢de donde sabés eso? Porque la profesora nacéxgdmo hacer gréaficos de estas
funciones...

Al: con estas funciones no, pero ya lo habia dadereormente con otras funciones,
con la parabola...

E: es decir que te sirvio el ejemplo de la cuad@tara volcarlo en este nuevo caso...
Al: si.
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Algunos de los graficos que A2 presentd por espiiteden ser vistos en la figura 2.

Figura 2. Fragmentos de la resolucién escrita steldéante A2.

A pod= -2 B} ey 90 ot zs -0
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La unica explicacion que dejo por escrito es laisigte, que refiere al ejercicio 1.

ﬂ;*’- Wase #a |lo= corrim{€n fo. ge \a Ffencios el ex o

Un fragmento de la entrevista con A2 que refueaizairmacion del uso de las heuristicas es:

E: ¢Podrias explicarme en qué pensaste 0 a quéristpara realizar los gréaficos
(sin tabla de valores) de las funciones exponeasigllogaritmicas?
A2: me basé teniendo en cuenta la cuadratica, ifigné qué valores hacia que se

moviera para arriba o para abajo y para la izquiear@ derecha. Comparé con la
funcion cuadratica.

E: ¢y para los graficos de los logaritmos?
A2: planteé lo mismao.

Respecto de A3, su presentacidn escrita incluyficgeay explicaciones. Parte de ellos se
ven en la Figura 3.
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Figura 3. Fragmento de la resolucion escrita deldésnte A3.
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Figura 4. Explicacion escrita del estudiante A3.
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La explicacion mostrada en la Figura 4 permite dedgue para realizar los gréaficos
pedidos establecié una analogia con lo estudiadoraion cuadratica, al igual que Al y A2.
Ademas, muestra que necesitd recurrir a una pedabie de valores para determinar qué
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corrimientos provoca al grafico restar un namerosifpyo 0 negativo) en el exponente. Se
interpreta que para resolver esta Ultima dificultalizo la heuristicdanalizar ejemplos”

Actividad N° 2.
Para la actividad N° 2, en la que se pide exansings posible determinar valores para los

parametros de la funcion polindmica de modo que dsttenga raices (de grado 3 en el item a
y de grado 4 en el item b), se encontré que laglesttes pusieron en juego diversidad de
procesos y estrategias para intentar resolverlfocadiza el andlisis en el item b.

El estudiante A1 no resolvié esta actividad. Eluesinte A2 si pudo realizar una
resolucion escrita. En la Figura 5 se muestra spuesta escrita y se presenta un analisis

basado en dicha resolucion y en las explicaciorieddrlas por durante la entrevista.

Figura 5. Resolucion escrita realizada por el estiid A2
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Como puede observarse en la Figura 5, el estudiéhterganiza su respuesta exhibiendo

un par de valores particulares para lo parametrg$ con los que se verifica la condicion
pedida. También incluye el planteo y resolucion dglculo de las raices de la funcién
obtenida al reemplazar dichos valores. Se consgleraste planteo constituye una traduccion
algebraica de la situacion por lo que la heuristtdezada es feinterpretar el problema en un
lenguaje diferente Ademas, puede interpretarse que fue realizada laointencion de
verificar la respuesta dada desde lo numérico,eiorse puede concluir que recurridé a la
estrategidverificar utilizando distintos registros de represtacion”.

En la entrevista se solicitaron explicaciones ace&ke los procesos de pensamiento que
llevaron al estudiante a elegir el par de valo@siqulares que exhibe en su respuesta escrita.
Las explicaciones fueron las siguientes:

A2: me basé en que elevar a la cuarta me da unaidonpolinbmica y sabia
graficamente que es una funcién que puede darsag&aes o no. Después probé con valores
reemplazando para ver si me daba raices o no.

Va a ser (hace el gesto con la mano que describéegjo)

Lo asocié con el grupo de las polinémicas. Despliéslores. /\/
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A partir de la explicacion anterior se puede dedagie el estudiante recurrio al
registro gréafico, basandose principalmente en suamientos sobre los gréficos de las
funciones polindbmicas, para entender el probleriegar a la conclusién de que seria posible
encontrar valores dey b que hicieran que la funcién no tenga raices. $ecap a partir de
sus explicaciones, que en ese razonamiento recauilad heuristicasréalizar un dibujé y
“recurrir a teoria relacionadg para concluir, imaginando graficos de funciopeindmicas,
gue éstas funciones pueden no tener raices.

E: ¢ probaste con valores que no te sirvieron?
A2: tiré los primeros nimeros que se me vinieromeydio. Me basé en buscar valores
que no me den raiz.
E: ¢propusiste los nimeros que se te vinieronradate o lo asociaste con lo grafico?
A2: lo asocié con lo gréfico.
E: ¢como usaste lo grafico para determinar qué wadbegir?, ¢te acordabas
exactamente el gréfico dé&
A2: Me acordaba que tiene la forma de funcion poiirca pero traté de buscar
valores que no me dieran raices.

A pesar de que A2 hace referencia al grafico, pesponer los valores concretos no apelé

a utilizar sus conocimientos sobre pardmetros yiro@ntos sino que, sabiendo que existen
pares de valores que verifican lo pedido, los bpsobando. De esta manera llega a proponer
el ejemplo que muestra en su escrito.

Del estudiante A3 se analiza solamente la enteeisesto que no logré plasmar una
resolucion por escrito. Se transcribe el fragmeletta entrevista en el que explica sus intentos
frente a este problema:

A3: El b) no me salié...puse nimeros, una fracciéce Algunas pruebas y me daba
como que podia llegar a una raiz, pero no sabiac@xplicarlo. No me salia una
explicacion general...me quedaba una explicacion pautycular...

A partir de esta explicacion se percibe que eldésite realiz6 una exploracion de la
situacion tomando ejemplos particulares. Es posd#fienar que recurrio a la heuristica
“analizar ejemplds que le permitié intuir la respuesta aunque ngrdo concretar la
resolucion por escrito.

E: ¢llegaste a decir alguna condicion para los néws@

A3: puse mayor que cero, menor que cero. Raic@aise.

E: lo encaraste con numeros, ¢y con graficos? ¢ Easte con la parte grafica?

A3: la X es como una parébola, ahora caigo que podria seraorrimientos...

Se puede observar que durante el dialogo antexridascuenta de que una heuristica util
para encarar la resolucion podria haber sidmonar por analogia”’, apelando a sus
conocimientos sobre la relacién entre los parameti® la forma candnica en la funciéon
cuadratica y los corrimientos de la parabola.
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Actividad N° 3.
La actividad N° 3, en la que se pide realizar ualisis comparativo de tres empresas

financieras y decidir en cual conviene depositaedi en funcién del tiempo de depdsito, no
fue resuelta de manera exitosa por ninguno dedesstudiantes. Sin embargo, al analizar los
intentos realizados para resolver, se encontrougjliearon heuristicas. En sus resoluciones
escritas, los tres estudiantes recurrieron a nzatedil problema con funciones, realizando un
gréfico o diagrama de dichas funciones y planteawdo formulas. También recurrieron a

evaluar las formulas obtenidas para calcular ltsrea pedidos.

En el caso de Al y A3, se interpreta que elabortaaespuesta al problema a partir de
examinar los resultados que arrojaron las formylas a partir del analisis de los graficos.
Solo A2 utilizo el grafico para llegar a una comsofun, aunque no fue correcta dado que su
grafico no mostraba el comportamiento global de tles compafiias. Se percibe que
recurrieron a la heuristicaeinterpretar el problema en un lenguaje diferehtal utilizar el
lenguaje algebraico para describir, a través dadlas, las funciones con las que modelizaron

el problema. En particular, Al recurrio, ademadadbeuristica ya mencionada,‘razonar

por analogia”, “verificar usando casos particularey “realizar un dibujo” Se incluye, a
continuacion, el fragmento de la entrevista en @ ge evidencia la presencia de estas
heuristicas:

E: en tu entrega hiciste gréaficos y respondistéusrtion de lo que graficaste

Al: si, porque el enunciado pedia dar una expli@acle la evolucion

E: sin embargo llegaste a las férmulas... ¢, como testuiste. ?

Al: y probando...porque me tenia que dar los datcs tgmia si o si, probando.
Porque viste que primero habia copiado compafiianlue mes hacia tanto, y lo
copiaba asi: mas, menos, sumando, restando y degama armarlo en la funcion me
costo un poco mas...lo hice asi, como habiamos hethaez en un ejercicio, el del
mago “trucho” (ver Nota 3) primero lo armé asi, como en ese ejemplo, ydtétde
pasar a la funcion.

E: ¢y te acordabas el ejemplo del mago cuandoteiesto?

Al: claro, porque ahi decia multiplicado tantos egsumarle tanto y restarle tanto...
entonces usé eso.

E: que bien!! o0 sea que te sirvio un ejercicio @ippra encarar este

Al: Claro. Usé eso mas que nada, porque no saleia e qué otra forma encararlo.
Me costé hacer las funciones y me quedé con dagasabia si estaba bien o no, pero
por lo menos los datos principales me daban...

E: ¢ verificaste?

Al: claro con los primeros datos que tenia en et@gio.
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Actividad N° 4.
La actividad N° 4, en la que se pide resolver urexuacion exponencial, no ofrecio

resistencia a los estudiantes dado que pudierofvez® inmediatamente. De esta manera, se
concluye que dicha actividad no represent6é un proalpara ellos. Es importante aclarar que,
al momento de aplicar el test, los estudiantes atwam recibido una explicacién sobre la

resolucion de inecuaciones que involucraran furesomxponenciales. Para resolver la

situacion propuesta contaban con lo trabajado sesmucion de inecuaciones con funciones
polinbmicas. En las entrevistas se pudo constatazohclusion de que no representd un

problema para ellos:

Fragmento de entrevista de Al

E: sobre la resolucién de la inecuacion: queremaos gos expliques qué hiciste, como
lo encaraste porque no hubo una explicacion preeiaparte de la profesora.

Al: como en el item anterior ya teniamos hechaclaa€iéon exponencial, y me habia
dado -4 como solucidn, y entonces supusimos, pdejwerdad no sabiamos como
trabajar con este tipo de ejercicios...viste que anihecuaciones primero teniamos
que igualarlas, que es lo que hicimos en el iteterar, que nos dio -4. Entonces
supuse que -4 seria la interseccion entre ambasahd saqué los valores ya...a partir
de ese punto y hasta acd...en qué parte estd m&npna una funcion que la otra...
E: ¢te resulta idéntico a lo que haciamos anteslasrotras inecuaciones? ¢ No le ves
ninguna diferencia?

Al: las inecuaciones me parecen todas iguales,enentuentro ninguna diferencia:
siempre lo tengo que igualar y sacar el resultado...

Fragmento de entrevista de A3

E: ¢en qué te basaste para resolver la inecuaciGégo que al momento de
plantearte el ejercicio, la profesora no habia es@tio resolucion de inecuaciones con
funciones exponenciales...
A3: la verdad es que me basé en las otras, porg@ean las inecuaciones cuadraticas
y lineales. En si es lo mismo porque lo que camebi&l gréafico. No le vi dificultad
porque como ya hos habian explicado inecuacione®do que esta por encima o por
debajo...

Hallazgos

Analizando las heuristicas mas usadas por estepeqrupo de estudiantes en términos
de las categorias introducidas en la Tabla 1, sent® que aquellos descriptores que se
corresponden con tareas mas exigentes respecta desdlucion de problemas, no han
aparecido. Los tres estudiantes en general hatioténien desempefio; sin embargo, ninguno
puso en juego heuristicas referidagplanificar o modificar el problema probablemente
porque se requeriria una comprensiéon mas profuededb lo vinculado con la actividad.
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Asimismo, el hecho de no haber recibido enseflaneades facilitara esta toma de distancia
respecto del problema, y la poca experiencia trdédlaivel educativo anterior, probablemente
sean parte de las causas por las cuales estastitasrimas complejas estén ausentes.

Por otra parte, resulta razonable que los estugliadispongan fluidamente de heuristicas
vinculadas con “la ejemplificacion” (tanto eaminar casos particularesomo alexaminar la
solucién pues es un recurso muy comunmente usado porstadiantes y por los mismos
docentes quienes, muchas veces, basan sus exglieacen mostrar ejemplos validos. Los
estudiantes recurren a la ejemplificacion como umgr recurso asi hayan comprendido el
problema o no, y aunque esto les sea suficiente @@l mismo modo, han estado presentes
las heuristicas relacionadas cantivar experiencia previay se considera razonable su
presencia porque los estudiantes estan finalizahdarso.

Las heuristicas relacionadas cealeccionar una representacion adecualdan sido
puestas en juego por los tres estudiantes. Coasimbsrque el curso de Matematica del CAU
pone énfasis en favorecer los cambios entre regjston lo que resulta esperable que recurran
a esta heuristica. Probablemente en otros cursosrcpeso mayor colocado sobre cuestiones
algebraicas, esta familia de heuristicas no esgiodible.

El hecho de que las heuristicas se pongan de mstoifiante diversos contenidos
matematicos provoca en el docente una dificultadhera de considerarlas para su ensefianza,

pues deberia pensarlas de modo transversal atoéstiontenidos matematicos.

Conclusiones y Recomendaciones

El estudio que se inicid, de caracter exploratohia, brindado conocimiento sobre la
disponibilidad de heuristicas hacia finales del CAtlaramente los resultados aqui expuestos
no pueden ser generalizados. Se ha previsto déngoad a este trabajo en dos direcciones.
Por un lado, se planted una investigacion simila gfectara a mas cantidad de cursos. Por
otra parte, se prevé planificar la ensefianza dedgtieas en el CAU en afios posteriores. Para
ello, se decidid seleccionar heuristicas relaciasadon la organizacion del trabajo del
estudiante. Como se ha visto, éstas no han sidgpm@das como estrategias de resolucion de
problemas de manera espontdnea. Se considera entqoe deberian ser ensefiadas. La
importancia de que el estudiante disponga de ldisa en que favoreceria su desempefio y
asi su insercién en los estudios superiores ahctetramientas de regulacion de su actividad

matematica.
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NOTAS

Nota 1: En el sentido de registros de representacion seai@uval, 1993).

Nota 2: En el curso, al momento de resolver el test, nbada explicado como realizar
gréficos de funciones exponenciales o logaritmpcaiscorrimientos.

Nota 3: Un mago dice: “Pensa un namero, sumale 5, alteskuimultiplicalo por 3, restale el
doble de tu nimero y volvé a restarle tu nUmeraoBtraste 15”.
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Anexo

1) a)Tenemos graficada en clase la funcforR — R, f(x) =2*. Graficar, SIN TABLA DE
VALORES, las funciones definidas d®& — R presentadas a través de sus expresiones:

a) g(x)=2"+1 b) h(x)=2%-1 0) j(=2"73

d) k(x) =23 e) p(x)=-2%) ) qx)=2X1-3

b) Tenemos graficada en clase la funcibn(0,+») - R, f(x)=log, x. Graficar, SIN

TABLA DE VALORES, las funciones presentadas a teaslé las siguientes expresiones. En
este caso notaran que los dominios de elteseran todoq0,+»). En cada caso, indicar cual

es su dominio.

9) 9(x) =(log, x) +2 h) g(x) =(log, x) =3 ) g(x)=log,(x-1

) g(x)=log,(x+4) k) g(x) =-log, x ) 9(x)=log,(x-1)+2

Explicd en qué te basaste para poder proponerrédficas anteriores sin usar la tabla de
valores.

2) a) Dada la funciénf : R — R, f (X) = (x — af + b, ¢ Es posible determinar valores pam

b de manera que f no tenga raices reales?
b) Dada la funciénf : R — R, f (x) = (x — af + b, ¢es posible encontrar valores pasgb

de manera que f no tenga raices reales?

3) Supongamos que vivimos en una ciudad en la qudeaxises compafias ahorristas
distintas y que estamos interesados en incremenk@stros ahorros. Las tres compafias
generan intereses continuamente, tomando el me® agrndad, pero con modalidades
distintas en cuanto al incremento del dinero dépdsi

La Compafia 1 incrementa el capital de manergualtodos los meses agrega al dinero
depositado cinco veces el monto inicial.

La compafiia 2 incrementa el capital de manerauglpgra calcular el dinero acumulado
hasta ese momento se agrega al monto inicial teeesvese monto multiplicado por el
cuadrado de la cantidad de meses transcurridos.

La compafia 3 incrementa el capital de maneraualeal dinero acumulado se duplica
cada mes.

Supongamos que son agentes de inversiones y seoftgata para que informen y
aconsejen acerca de las tres companiias.

Si tengo $1.000 y los deposito durante un mescgéhde las 3 compafiias me conviene
depositar? ¢Y si los deposito durante 4 meses? g Caltulo el dinero que obtengo en cada
compafia segun los meses de depdsito?

Se les pide hacer un informe en el que se destailsituacion y se comparen las 3
empresas.

Aclaracion: se espera que el informe sirva paradidequé conviene segun los meses de
deposito.

4) a) Resolver la siguiente inecuacion exponendélzl—G. Explica en qué te basaste para
poder resolver la inecuacion dada.
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