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Resumen

En esta investigacion se presenta una herramienta tedrico-metodoldgica que permite caracterizar
el conocimiento matematico requerido por el profesorado de matemética para gestionar
idéneamente los aprendizajes sobre funciones. Se ejemplifica el uso de nuestra propuesta
mediante el andlisis de un proceso de instruccion desarrollado por un futuro profesor de
matematica chileno sobre la nocién de funcién inversa, en contexto de microensefianza. La
microensefianza constituye un espacio de analisis y retroalimentacion controlado y seguro que
ofrece al profesor en formacion una oportunidad de autobservarse y reflexionar sobre su
practica. Para el disefio de nuestra propuesta y los andlisis del estudio, nos apoyamos en el
Modelo del Conocimiento Didactico-Matemético (CDM) y en las herramientas teoricas y
metodoldgicas del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematica
(EOS). Como resultado del estudio se presentan criterios de idoneidad epistémica especificos
para la ensefianza de funciones que constituyen una primera aproximacion al conocimiento
referencial de la dimension matematica. Estos criterios nos permitieron analizar la riqueza
matematica, valorar la practica docente y reflexionar sobre ella para determinar acciones que
mejoren los procesos de instruccion sobre la nocion de funcion inversa.

Palabras clave: Funcion inversa. Conocimiento Didactico-Matematico. Criterios de idoneidad.
Faceta epistémica. Microensefianza.
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Critérios de adequacdo epistémica para o ensino de funcdes: o caso da fungdo inversa no
contexto do microensino

Resumo

Esta pesquisa apresenta uma ferramenta tedrico-metodoldgica que permite caracterizar os
conhecimentos matematicos requeridos pelos professores de matemética para administrar
adequadamente o aprendizado sobre fungdes. O uso de nossa proposta é exemplificado atraves
da analise de um processo de instru¢do desenvolvido por um futuro professor de matematica
chileno sobre a nogéo de funcgéo inversa, no contexto do microensino. O microensino constitui
um espaco de anélise e feedback controlado e seguro que oferece ao professor em formacédo a
oportunidade de auto observar-se e refletir sobre a sua pratica. Para a concepcdo da nossa
proposta e analise do estudo, contamos com 0 Modelo de Conhecimento Didatico-Matematico
(CDM) e com os instrumentos tedricos e metodoldgicos da Abordagem Ontossemidtica do
Conhecimento e Instrucdo Matematica (AOS). Como resultado do estudo, sdo apresentados
critérios especificos da adequacdo epistémica para o ensino de funcBes que constituem uma
primeira aproximacao ao conhecimento referencial da dimensdo matematica. Esses critérios nos
permitiram analisar a riqueza matematica, avaliar a pratica docente e refletir sobre ela para
determinar a¢Ges que melhorem os processos instrucionais sobre a nogdo de funcéao inversa.

Palavras-chave: Funcdo inversa. Conhecimento Didatico-Matematico. Critérios de adequacéo.
Faceta epistémica. Microensino.

Epistemic suitability criteria for the teaching of functions: the case of the inverse
function in the context of micro-teaching

Abstract

This research presents a theoretical-methodological tool that allows characterizing the
mathematical knowledge required by mathematics teachers to properly manage learning about
functions. The use of our proposal is exemplified through the analysis of an instruction process
developed by a future Chilean mathematics teacher on the notion of inverse function, in the
context of microteaching. Microteaching constitutes a controlled and safe space for analysis and
feedback that offers the teacher in training an opportunity to self-observe and reflect on its
practice. For the design of our proposal and the analysis of the study, we rely on the Didactic-
Mathematical Knowledge Model (CDM) and on the theoretical and methodological tools of the
Ontosemiotic Approach to Knowledge and Mathematics Instruction (EOS). As a result of the
study, specific epistemic suitability criteria are presented for the teaching of functions that
constitute a first approximation to the referential knowledge of the mathematical dimension.
These criteria allowed us to analyze the mathematical richness, assess the teaching practice and
reflect on it to determine actions that improve the instructional processes on the notion of inverse
function.

Keywords: Inverse function. Didactic-Mathematical Knowledge. Suitability criteria. Epistemic
facet. Microteaching.
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Introduccion

Determinar el conocimiento requerido por los profesores para lograr, en sus estudiantes,
una apropiacion significativa de nociones matematicas es una de las problematicas mas
apremiantes de la comunidad investigadora en educacion matematica (BALL, 2000; HILL,;
BALL; SCHILLING, 2008; SCHOENFELD; KILPATRIK, 2008; PINO-FAN, GODINO;
FONT, 2018). La formacion inicial y continua de profesores representa un campo de
investigacion fundamental dado que “el desarrollo del pensamiento y de las competencias
matematicas de los estudiantes dependen de manera esencial de la formacion de sus profesores”
(PINO-FAN, 2014, p.5). Grossman y McDonald (2008) argumentan que los programas de
formacion inicial docente deben aproximarse a la préactica de manera que los futuros profesores
puedan participar de situaciones intensivas centradas en la experimentacion.

La microensefianza es un metodo de ensefianza simulado cuyo propdsito es proporcionar
a los profesores la oportunidad de desarrollar la préctica docente en un contexto controlado y de
complejidad reducida. Este tipo de metodologias no sustituye la practica en contextos reales,
pero ofrece ventajas como la retroalimentacion, la oportunidad de autoevaluarse, explorar
fortalezas, debilidades y proporciona una mayor comprension de las interacciones en el aula
(DONNELLY; FITZMAURICE, 2011). Se ha demostrado que el desempefio de los futuros
profesores en entornos estandarizados de microensefianza es transferible a situaciones reales de
aula (SEIDEL et al., 2015). Ademas, los profesores que han sido formados mediante
microensefianza muestran un mejor desempefio que aquellos que no han participado de estas
metodologias (SEIDEL et al., 2015).

Los profesores en formacion deberian tener la oportunidad de experimentar la auténtica
naturaleza de la ensefianza como un proceso dindmico e interactivo, sin estar expuestos a la
exigencia que provoca un campo de accién real, la falta de consecuencias negativas otorga
mayor seguridad en la aplicacién de métodos o enfoques de ensefianza que le permiten integrar
los conocimientos tedricos provenientes de las ciencias de la educacion, la matematica y la
didactica de la matematica. Los futuros profesores deben tener la oportunidad de reflexionar
intensamente sobre sus propias practicas docentes y las de los demés. En la actualidad, son
escasos los estudios que han aplicado entornos de microensefianza para analizar
sistematicamente las practicas de retroalimentacion de los profesores en formacion (HOPPNER
etal., 2019).
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El proceso de instruccion sobre la nocion de funcién ha sido objeto de mudltiples
investigaciones motivadas fundamentalmente por las dificultades que poseen los estudiantes
para comprender y dar significado a dicho objeto matematico. Norman (1992), afirma que los
profesores tienen dificultades en la conceptualizacion de las funciones, es decir, aprueban
definiciones imprecisas consideradas Utiles para la comprension del objeto matematico.
Asimismo, afirma que la familiaridad con las funciones interfiere en el desarrollo y aprehension
significativa de otras nociones matematicas. La conceptualizacion que los profesores poseen en
torno a las funciones deberia contemplar: 1) la ejemplificacion y caracterizacion de la nocion de
funcién desde una definicion/significacion personal y formal; 2) habilidad para relacionar la
nocion de funcién en diversos contextos (cotidianos, provenientes de otras ciencias, etc.); y 3)
habilidad para interpretar, generalizar, y deducir relaciones funcionales en representaciones
gréficas, algebraicas, tabulares y verbales (NORMAN, 1992; MAKONYE, 2014). En este
mismo sentido, Even (1993) se refiere a dos rasgos esenciales de la nocién de funcion:
arbitrariedad y univalencia. En su estudio constata que la idea de funcién como correspondencia
arbitraria esta ausente. Ademas, los profesores tienen dificultades para explicar la condicién de
univalencia.

Las funciones admiten una variedad de representaciones (algebraicas, gréficas,
tabulares, verbales) que otorgan informacién esencial del objeto matematico. Es decir, cada
representacion ilustra aspectos relevantes de una funcion, por ejemplo, las representaciones
gréaficas permiten visualizar la covariacion. En contraste, las expresiones algebraicas y tabulares
acenttan la idea de correspondencia (THOMPSON, 1994; CONFREY; SMITH, 1995 apud
NITSCH et al., 2015). Segun Panaoura et al., (2017) la falta de comprension por parte de los
profesores para transitar por las multiples representaciones asociadas a las funciones podria
obstaculizar la aprehension de los estudiantes quienes podrian concebir las representaciones
como entidades estaticas e independientes (WANG; BARMBY; BOLDEN, 2017).

Si bien diversos estudios se han referido a los procesos de instruccion sobre funciones,
son escasas las investigaciones con ejemplos empiricos que orienten el desarrollo de una
practica docente eficiente que facilite el aprendizaje de los estudiantes sobre funciones inversas
(PAOLETTI, 2020). De acuerdo con Even (1993) y Sintema y Marban (2021) los profesores en
formacion y profesores en ejercicio tienen dificultades para construir significados de funciones

inversas, por ejemplo, confunden la composicion de funciones con la multiplicacion ordinariay
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presentan inconvenientes para identificar situaciones de la vida real que podrian ser modeladas
mediante funciones inversas. En este mismo sentido, Kontorovich (2017) afirma que la
comprension del simbolo polisémico del superindice (-1), que se usa para indicar la inversa de
una funcion y el reciproco de un namero real, representa un gran problema para los profesores
de matemaéticas en formacion. Esto ocurre particularmente porque la mayoria de ellos tratan el
simbolo (-1) como un homdnimo, es decir, al simbolo le asignan significados diferentes sin
considerar el contexto, lo que se enfatiza en los errores de procedimiento en la determinacion
de funciones reciprocas (en términos multiplicativos) y funciones inversas.

La complejidad que subyace en los procesos de ensefianza y aprendizaje de funciones
nos ha llevado a plantearnos las siguientes preguntas:

- ¢Qué componentes e indicadores representan un recurso orientador para alcanzar una
alta idoneidad epistémica en los procesos de instruccion sobre funciones?

- ¢Como sistematizar y orientar la reflexion de la practica docente que ejercen los futuros
profesores cuando afrontan la ensefianza de funciones?

Para responder a estas preguntas, se propone una herramienta teérico-metodologica con
criterios especificos para la ensefianza de las funciones, particularmente detallaremos aquellos
que permiten alcanzar una alta idoneidad epistémica y forman parte esencial del conocimiento
didactico-matematico del profesor. Se ejemplifica el uso de nuestra herramienta mediante el
analisis de un proceso de instruccidn sobre funcion inversa, desarrollado por un profesor chileno
en formacion, en contexto de microensefianza. De este modo, nuestro estudio se sustenta en el
Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM), en las herramientas tedricas y
metodol6gicas del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematica

(EOS) y en los espacios de reflexion que ofrece la microensefianza.

1. Marco Teorico

En esta investigacion hemos adoptado el modelo de Conocimiento Didactico-
Matematico (CDM) que plantea tres dimensiones (Matematica; Didactica; y Meta didactico-
matematica) para interpretar y caracterizar los conocimientos del profesor (PINO-FAN;
GODINO; FONT, 2015; PINO-FAN; GODINO; FONT, 2018). Cada dimension considera
subcategorias, que incluyen elementos tedricos para el analisis del conocimiento relativo a cada

subcategoria. La dimension matematica del CDM, constituye el conocimiento que le permite al
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profesor resolver una actividad matemaética y vincularla con otros objetos matematicos que se
explicitan en el curriculo escolar. Incluye dos subcategorias: conocimiento comdn del contenido
y conocimiento ampliado del contenido (PINO-FAN; ASSIS; CASTRO, 2015). La dimension
matematica no es suficiente para alcanzar procesos de ensefianza y aprendizaje eficaces, es
decir, se requiere conocimiento de otros aspectos que afectan la planificacion, la gestion del aula
y del contenido matematico. De este modo, la dimensién didactica del CDM se refiere a
conocimientos esenciales que el profesor debe movilizar en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la matematica, esto es, el conocimiento en profundidad de las matematicas
escolares y su interaccion con aspectos cognitivos, afectivos, mediacionales, interaccionales y
ecoldgicos. Por consiguiente, esta segunda dimension incluye seis subcategorias: 1) faceta
epistémica (conocimiento sobre las caracteristicas esenciales de los objetos matematicos; 2)
faceta cognitiva (conocimiento sobre los aspectos cognitivos, conocimientos previos de los
estudiantes, y sobre los errores y dificultades asociadas a una nocion matematica); 3) faceta
afectiva (conocimiento sobre los intereses, necesidades, actitudes y emociones de los
estudiantes); 4) faceta interaccional (conocimiento sobre la capacidad de autonomia de los
estudiantes y las interacciones que surgen en los procesos de instruccion); 5) faceta mediacional
(conocimiento sobre los recursos materiales, las condiciones del aula y la temporalidad para
promover el aprendizaje); y 6) faceta ecoldgica (conocimiento sobre el curriculo escolar, la
innovacion didactica y los aspectos socioculturales -contextuales, sociales, econémicos- que
condicionan los procesos de ensefianza y aprendizaje) (PINO-FAN; ASSIS; CASTRO, 2015).
Las seis facetas de la dimension didactica del CDM pueden emplearse para examinar, describir
y caracterizar el conocimiento de los profesores en cualquier fase del proceso de ensefianza:
estudio preliminar, planificacion o disefio, implementacién y evaluacién (PINO-FAN;
GODINO, 2015).

La dimension meta didactico-matematica (BREDA; PINO-FAN; FONT, 2017) se refiere
al conocimiento sobre las condiciones institucionales, normas y metanormas que regulan la
gestion del aula y de los contenidos. Ademas, involucra criterios que permiten evaluar la
idoneidad didactica en los procesos de ensefianza y aprendizaje para reflexionar sobre la practica
docente ejercida y determinar acciones que promuevan procesos adecuados de instruccién
matematica (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2018).
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El CDM permite utilizar las herramientas tedrico-metodolégicas del Enfoque Onto-
Semidtico (GODINO; BATANERO; FONT, 2019) para operacionalizar las dimensiones y
subcategorias del conocimiento didactico-matematico propuestas por el modelo. En este
sentido, la nocion de idoneidad didactica propone criterios que representan un recurso orientador
para la gestion efectiva en el aula y se define como la articulacion coherente y sistémica de los
siguientes seis componentes (PINO-FAN; GODINO; FONT, 2018):

- ldoneidad epistémica es el grado de representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia.

- ldoneidad ecoldgica es el grado de adecuacién del proceso de instruccién matematica a
los lineamientos institucionales, curriculares y a las condiciones socioculturales de los
estudiantes.

- ldoneidad cognitiva permite valorar tanto la relacion entre los conocimientos previos de
los estudiantes y el aprendizaje pretendido/implementado como la similitud de este
ualtimo con el aprendizaje adquirido por parte del estudiante.

- ldoneidad afectiva permite valorar qué tan involucrado esta el estudiante en el proceso
de instruccion matematica.

- La idoneidad interaccional es el grado en que las interacciones (entre el docente y los
estudiantes y entre estudiantes) favorecen los procesos de ensefianza y aprendizaje y
permiten resolver las inquietudes y dificultades de los estudiantes.

- La idoneidad mediacional permite valorar la pertinencia de los recursos materiales y
temporales en los procesos de instruccién matematica.

La formacion de profesores (inicial y continua), debe promover espacios de reflexion de
la practica docente como una estrategia esencial para el desarrollo profesional y la mejora de la
ensefianza. El constructo de criterios de idoneidad (componentes y descriptores) puede ser
utilizado como una herramienta para organizar la reflexién, guiar los procesos de instruccion
matematica y valorar su implementacion. En el siguiente apartado, se presentan criterios

especificos de idoneidad epistémica para orientar y valorar clases sobre la nocion de funcion.
1.1 Criterios de Idoneidad epistémica para la ensefianza de funciones

En este articulo se presentan criterios de idoneidad epistémica especificos para la

ensefianza de funciones que constituyen una primera aproximacion al conocimiento referencial
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de la dimension matematica. Esta herramienta es resultado de una investigacion mas amplia que
presenta criterios de idoneidad didactica para cada una de las seis facetas de la dimension
didactica del CDM (PARRA-URREA; PINO-FAN, 2022). En el apartado de resultados y
analisis ejemplificaremos su uso, mediante un proceso de instruccion sobre funcién inversa,
desarrollada por un profesor chileno en formacion, en contexto de microensefianza.

El disefio de nuestra herramienta tedrico-metodoldgica se sustenta en la exhaustiva
revision de literatura cientifica, en el marco tedrico propuesto por Nyikahadzoyi (2015) sobre
el conocimiento de los profesores respecto a la nocion de funcion, y en los resultados de un
estudio historico-epistemoldgico y curricular (PARRA-URREA, 2015) que permitid identificar
los diversos significados que la nocidn de funcién ha adquirido a lo largo de su origen, evolucién
y formalizacion: (1) como correspondencia; (2) relacion entre magnitudes variables; (3) como
representacion grafica; (4) como expresion analitica; (5) como correspondencia arbitraria; y (6)
funcidn a partir de la teoria de conjuntos.

Los criterios de idoneidad epistémica que se presentan en este articulo buscan analizar
la riqueza matematica, valorar la practica docente y reflexionar sobre ella para determinar
acciones que mejoren los procesos de instruccion sobre la nocién de funcién.

Alcanzar una alta idoneidad epistémica en los procesos de instruccion sobre funciones
requiere del disefio y seleccidn apropiada de situaciones-problemas que involucren dicho objeto
matematico y de la articulacion de los diversos significados parciales asociados a la nocion
matematica (GODINO; WILHELMI; BENCOMO, 2006; NORMAN, 1992). Ademas, es
fundamental movilizar las distintas representaciones del objeto funcion (algebraica, grafica,
tabular, verbal) (EVEN, 1993; NITSCH et al., 2015), esto dado que “la capacidad de coordinar
dos 0 mas representaciones es vista como un sello distintivo para el desarrollo de competencias
matematicas” (WILLS et al., 2014, apud AMAYA; CASTELLANOS; PINO-FAN, 2021, p.2).
En este mismo sentido, se debe promover definiciones que consideren las caracteristicas
fundamentales de la nocion de funcion (arbitrariedad, existencia, univalencia) (EVEN, 1993).
Las tareas propuestas deben admitir diversas formas de resolucion, por tanto, variados
procedimientos que deben ser debidamente justificados. Es esencial evitar en el proceso de
ensefianza-aprendizaje ambiguedades o creencias que conlleven a conceptualizaciones erroneas
sobre funciones. Finalmente, es importante que la nocién de funcion se vincule con otros objetos

matematicos de distintos niveles educativos para mostrar su caracter unificante y modelizador
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una alta idoneidad epistémica.

Cuadro 1 — Componentes e indicadores de idoneidad epistémica

Componentes

Indicadores

Situaciones
Problemas

Se presenta una muestra de problemas que movilizan todos los significados
parciales de referencia de la nocion de funcion.

Se presentan problemas para reforzar conocimientos previos relacionados con
la nocién de funcioén.

Se presentan problemas para ejemplificar la definicion de la nocién de funcion.
Se presentan problemas en contextos puramente matematicos para reforzar el
aprendizaje sobre funciones.

Se presentan problemas contextualizados provenientes de la vida cotidiana o
de otras ciencias para reforzar el aprendizaje sobre funciones.

Lenguajes

Se movilizan todas las representaciones vinculadas a la nocién de funcion
(verbal, simbdlica/algebraico, tabular, grafica e iconica).

Se promueven tratamientos en los diversos registros de representacion (verbal,
algebraico, tabular y gréfico). Por ej. Dada la funcién f: R — R definida por
f(x) = x? + 2x + 1 se aplica un tratamiento de factorizacion para obtener la
funcion f: R — R definida por f(x) = (x + 1)? el tratamiento de la funcion
original no debe alterar el dominio ni el rango de la funcidn resultante, en caso
contrario la funcién no es la misma.

Se promueven conversiones entre los diversos registros de representacion
(verbal, algebraico, tabular y gréafico). Por ej. Para acceder a la idea de
continuidad es conveniente utilizar un registro grafico; Para potenciar la idea
de correspondencia es pertinente utilizar un registro algebraico.

Definiciones,
proposiciones,
procedimientos,
argumentos

Las definiciones y procedimientos consideran la arbitrariedad y univalencia
como caracteristicas claves de la nocion de funcion.

Se presenta la nocién de dominio y codominio como elementos inherentes a la
definicion de funcién.

Se promueve el significado de la nocion de funcién pretendido por el curriculo
escolar para identificar y argumentar relaciones funcionales en sus diversas
representaciones.

Se presentan enunciados y procedimientos fundamentales relativos a la nocion
de funcién adecuados al nivel educativo.

Se promueven situaciones en que los estudiantes deben justificar sus conjeturas
y procedimientos.

Se identifican y articulan los diversos significados parciales de la nocion de
funcién, Es decir, la funcién como: correspondencia, relacién entre magnitudes
variables, representacion grafica, representacion analitica, correspondencia
arbitraria y desde la teoria de conjuntos.

Errores,
ambigliedades y
creencias

El trabajo con funciones no se limita al uso de representaciones algebraicas
para evitar que se perciban solo como férmulas y regularidades.

Se evita la creencia que un cambio en la variable independiente implica
necesariamente un cambio en la variable dependiente pues de lo contrario una
funcion constante podria no ser considerada una relacién funcional.

Se presentan relaciones funcionales que no son graficables para evitar la
creencia que toda funcién admite una representacion gréafica.

Se evita el error de utilizar curvas continuas para funciones discretas.

Se presentan relaciones funcionales que no tienen asociada una expresion
algebraica, una formula o ecuacion para evitar la creencia que toda funcion
admite una representacion algebraica.
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- Las funciones se presentan con dominios y codominios explicitos para evitar
la creencia de que toda funcidn tiene un dominio y codominio natural o real.

- Se presentan graficas ‘irregulares’ para evitar la creencia que toda funcion
representada graficamente tiene buen comportamiento (simétrica, regular,
suave y continua)

Fuente: Parra-Urrea (2021, p.127-130)

2. Metodologia

La siguiente investigacion trata de un estudio cualitativo (CRESWELL, 2009) dado que
estamos interesados en sistematizar estrategias y herramientas metodoldgicas para orientar el
disefio y reflexion de los procesos de ensefianza sobre la nocion de funcion. Inicialmente, en un
estudio mas amplio, se definen criterios de idoneidad didactica, para cada una de las facetas de
la dimension didactica, especificos para la ensefianza de funciones (PARRA-URREA; PINO-
FAN, 2022). Sin embargo, dado que en este articulo no podemos ser exhaustivos por razones
de espacio, nos centraremos en presentar componentes e indicadores para alcanzar una alta
idoneidad epistémica cuando se afronta la ensefianza de funciones (ver tabla 1). Posteriormente
ejemplificamos el uso de nuestra herramienta mediante el analisis y valoracién de la faceta
epistémica de un proceso de instruccion matematica sobre funcion inversa, desarrollado por un
profesor chileno, en contexto de microensefianza. Esto representa una contribucién a la exigua
investigacion sobre experiencias practicas en la formacion profesional de los profesores
(STEELE; HILLEN; SMITH, 2013).

A nivel internacional, la microensefianza es una metodologia utilizada en la formacién
inicial de profesores dado que enfatiza la relacion tedrico-practica y proporciona habilidades
para desarrollar el conocimiento pedagogico del contenido (KARTAL; OZTURK; EKICI,
2012). Asimismo, otorga la posibilidad de realizar grabaciones audiovisuales sobre experiencias
de ensefianza permitiendo la revision, analisis y discusion de la practica docente (EROKTEN;
DURKAN, 2009). En este sentido, el objetivo principal de la microensefianza es proporcionar
a los profesores en formacion la oportunidad de explorar el campo de la ensefianza, reflexionar
sobre la practica docente y adquirir conocimientos y habilidades que aumenten su eficacia como
futuros profesores, (BENTON-KUPPER, 2001; HOPPNER et al., 2019).

2.1 Sujetos y Contexto
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Al momento de la experimentacion, el profesor chileno en formacion, que para efectos de
este estudio llamaremos Profesor B, estaba cursando el sexto semestre de la carrera de
Pedagogia de Educacion Media en Matematica de una Universidad Chilena. La duracion total
de este programa de estudios es de ocho semestres. Algunas de las asignaturas que el Profesor
B habia cursado a lo largo de su formacion profesional fueron: &lgebra basica, algebra de
funciones, célculo diferencial, célculo integral, informética educativa, software matematico,
entre otras. Cabe destacar, que el estudio de la nocién de funcion inversa se realiza en Chile en
segundo afio medio (ensefianza escolar secundaria), es decir, con estudiantes de 15-16 afios.

La clase sobre funcion inversa se desarrolld, en un contexto de microensefianza, como una
de las actividades exigidas en la asignatura de préactica progresiva Il11. Para ello, se film6 una
clase simulada de 40 minutos, en que cinco profesores en formacidn de sexto semestre, a quienes
Ilamaremos Estudiantes 1, 2, 3, 4 y 5, cumplieron el rol de estudiantes de segundo afio medio.
Luego de finalizar la clase sobre funcidn inversa, desarrollada por el Profesor B, se efectud una
instancia de retroalimentacion entre el formador de profesores y los profesores en formacion,
con el propoésito de precisar ciertas nociones y elementos que intervienen en los procesos de
ensefianza-aprendizaje sobre funciones. Ademas, se identificaron fortalezas, se exploraron
debilidades y se proporcion6 una mayor comprension de las interacciones en el aula mediante
la revision de la videograbacion. El formador de profesores facilito el didlogo para el
intercambio de ideas y comentarios sobre el desempefio docente. Todo lo anterior conllevo a
que los futuros docentes lograran reflexionar sobre la experiencia y determinaran acciones que

mejoren el proceso de instruccion.

3. Andlisis y Resultados
A continuacion, se presenta el analisis de un proceso de instruccion matematica sobre la
nocion de funcion de inversa, desarrollado en el contexto de microensefianza por un futuro

profesor chileno (Profesor B).

3.1 Descripcion de la clase desarrollada por el Profesor B

El Profesor B inicia el proceso de ensefianza explicitando el objetivo de la clase:
“Reconocer y comprender la funcion inversa”. Durante el inicio de la instruccion, intenta
reforzar la nocion de funcién y sefiala: “Se definen todas las funciones a partir de dos conjuntos

uno de inicioy otro de llegada ”. Inmediatamente, el Profesor B plantea la siguiente interrogante:
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“;Qué tipo de funciones conocemos?” L0s estudiantes responden: “funcion exponencial,
funcion lineal, funcion cuadratica”. Ante las respuestas dadas, el Profesor B sefiala: “la
clasificacion de las funciones es inyectiva y sobreyectiva” luego define dichas nociones:
“Definiremos las funciones inyectivas con dos conjuntos, a uno le llamaremos Q y llamaremos
R al conjunto de llegada. Una funcidn es inyectiva si tenemos un conjunto Q con los elementos
{a; b; c} y cada elemento del conjunto de partida va a tener una imagen en el conjunto de
Ilegada y solamente una. El conjunto R lo vamos a conformar con los elementos {1; 2; 3; 4}. Es
decir, esta funcion sera inyectiva cuando a se relaciona con un elemento del conjunto de llegada
y asi cada elemento se relaciona con un solo elemento del conjunto de llegada. Es posible que
sobren elementos en el conjunto de llegada, pero todos los elementos del conjunto de partida
deben tener una imagen y solo una. Ademas, dos elementos del conjunto de partida no pueden
tener la misma imagen en el conjunto de llegada .

Posteriormente, el Profesor B ejemplifica la definicion dada sefialando: “Si definimos un
primer conjunto, personas chilenas y el conjunto de llegada los RUN (Rol Unico Nacional).
Esto quiere decir, que cada persona tiene designado un nimero de RUN que es Unico para
dicha persona, lo que no quita que existan mas RUN que aun no son utilizados, pero toda

persona tiene un RUN y dos personas chilenas no pueden tener el mismo RUN” (ver figura 1).

Figura 1 — Diagrama referencial basado en lo propuesto por el Profesor B para la definicion

de funcion inyectiva
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Fuente: Parra-Urrea (2021, p. 156)
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Seguidamente, el Profesor B se refiere y define funcidn sobreyectiva como: “Dado dos
conjuntos que llamaremos P y B, cada elemento del conjunto de partida P debe tener un
elemento en el conjunto de llegada B al menos uno y todos los elementos del conjunto de llegada
deben tener una preimagen en el conjunto de partida. En este caso es posible tener elementos
del conjunto de partida con dos imagenes en el conjunto de llegada .

Inmediatamente, el Profesor B plantea una situacion para ejemplificar una funcion
sobreyectiva y sefiala: “Un ejemplo cotidiano serian los celulares y los numeros hay celulares
a los que les corresponde un namero telefonico. Sin embargo, existen celulares que pueden
tener doble chip, por lo tanto, pueden tener asociado dos nimeros; asi un mismo celular puede
tener asociado dos numeros telefonicos”.

Luego el Profesor B plantea a sus estudiantes: “;Recuerdan las funciones biyectivas?”
Un estudiante interviene: “Profesor ¢Qué es una funcion?” Ante la inquietud del estudiante, el
Profesor B responde: “Una funcion se define por ejemplo como f(x) = x + 5”. Luego sefiala:
“es un mecanismo que cuando un x entra en una funcion sale convertida dependiendo de la
funcién que esté definida. Por ejemplo, si tenemos f(x) = x? entonces cuando entra un
elemento a aplicado en la funcion queda f(a) = a?”.

Posteriormente, el Profesor B continta con la idea de funcién biyectiva y explicita: “se
cumple cuando la funcion es inyectiva y sobreyectiva. Por lo tanto, ¢Cémo vamos a relacionar
los elementos de dos conjuntos en una funcion biyectiva? ” (les consulta a los estudiantes). Dado
gue no hay respuestas por parte de los estudiantes, el Profesor B refuerza la nocion de funcién
inyectiva sefialando: “La funcion inyectiva es conocida como la funcién uno a uno, es decir, a
cada elemento del conjunto de partida le corresponde un unico elemento en el conjunto de
llegada y cada elemento del conjunto de llegada debe tener un solo elemento del conjunto de
partida”.

Enseguida propone analizar una funcion y determinar como calcular la funcion inversa
(objetivo de la clase). Para ello, sefiala: “Sea la funcién f(x) = ¥x — 1, para encontrar la

funcién inversa de esta funcion f, realizaremos un proceso sencillo, recuerden que f(x) =y,
entonces representaremos nuestra funcién como y = ¥/x — 1 , ahora cambiaremos los x por
los y y los y por los x, es decir, obtendremos la siguiente expresion: x = 3/y — 1. Finalmente

despejaremos y y obtendremos la funcion inversa”. Ante la interrogante de un estudiante: ¢Por

qué se cambian las variables? El Profesor B responde: “se cambian para encontrar la funcion
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inversa, como se trata de la funcion inversa y como su nombre lo indica vamos a asociar el
conjunto de llegada como el conjunto de inicio y el de inicio como el conjunto de llegada, por
eso cambiamos las variables para tener la funcion al revés”. Ante la actividad sugerida por el
Profesor B, encontrar la funcion inversa f (x) = ¥x — 1, una estudiante obtiene como resultado
y = x3 + 1. Ante la respuesta de la estudiante el Profesor B afirma que la expresion y = x3 +
1 representa la funcion inversa de f(x) = 3x — 1. Luego sugiere una estrategia para verificar
si la funcion inversa encontrada es correcta. Antes de ello, plantea a sus estudiantes:
“/Recuerdan composicion de funciones?” y sefiala: “En la composicion de funciones,

f compuesta con g se representa comof (g (x)), esto quiere decir, que una funcion esta en

relacion de otra”. A modo de ejemplo plantea: Sea la funcién g(x) = z—j y la funcién f(x) =

Vx — 1, luego (f o g)(x) se calcula como:

Flg0) =

Flgt0) =

A partir de lo anterior, el Profesor B explicita: “la funcion compuesta nos permite
comprobar si la funcién inversa encontrada es correcta. Es decir, si calculamos (f o f~1)(x)
nos tiene que dar x, esto se conoce como la funcion identidad”. Un estudiante pregunta: ¢Para
qué nos sirve todo esto? El Profesor B, responde: “Es util para contenidos que estudiaremos
mas adelante, quizas en la vida cotidiana no nos sirva de mucho, pero nos va a ayudar a

’

comprender como funcionan algunas cosas”. Entonces, el Profesor B comprueba que la

expresion y = x> +1 es la funcion inversa de f(x) = ¥x — 1, mediante el calculo de
(f o f~1)(x). Antes de continuar con el calculo, el Profesor B hace una pausa para sefialar que
cometidé un error en la actividad anterior (donde solicita calcular la funcion compuesta
(f o g)(x) entre f y g), y menciona que el procedimiento adecuado es reemplazar en la funcion
g el f(x): “en donde aparezca las x de la funcion g(x) reemplazamos la funcién f(x)”. Los
estudiantes, dudosos, le comentan: Profesor, en otras oportunidades la estrategia que hemos
usado para calcular una funcién compuesta es la que explico en el primer ejercicio. EI Profesor

B, ante los comentarios de los estudiantes, persiste en que la segunda estrategia para el calculo
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de la funcién compuesta es la apropiada, y continta con el calculo de (f o f~1)(x) utilizando
la siguiente estrategia: “Si f(x) = Yx — 1y f~1(x) = x3 + 1, entonces:
(fef D@ =f(f1(x)

Luego
FO3+1) = (i/(x — 1))3 +1
fx3+1D)=x-1)+1
fx®+1)=x
Por lo tanto,

-1 —
(fef D) =x
Con lo anterior, el Profesor B concluye que la funciéon y = x3 + 1 es la funcién inversa
de f(x) = Y (x — 1)”. Antes de finalizar la clase, el Profesor B propone algunos ejercicios en
los que solicita calcular la funcion inversa y comprobar que la solucion es correcta, y da por

terminada la clase.

3.2 Analisis y reflexion de la faceta epistémica: Practica desarrollada por el Profesor B

A continuacién, se analiza y valora la implementacion de una clase sobre funcion inversa
realizada por el Profesor B, en contexto de microensefianza. Para ello, utilizamos nuestra
propuesta de componentes y descriptores de idoneidad epistémica descritos en la tabla 1.

De acuerdo con Godino et al., (2013), los procesos instruccionales tienen mayor
idoneidad epistémica en la medida que los significados institucionales implementados (o
pretendidos) representan adecuadamente al significado holistico de referencia. EI Profesor B en
el desarrollo de su clase sobre funcién inversa, solo promueve la resolucion de situaciones-
problemas para reforzar conocimientos previos (e.g. funcion inyectiva, funcion sobreyectiva) y
problemas en contextos puramente matematicos, para explicar funcién inversa y composicion
de funciones. Durante la instruccion matematica, no se perciben situaciones/problemas que
permitan movilizar los distintos significados asociados a la nocion de funcion (PARRA-
URREA, 2015), tampoco tareas matematicas contextualizadas a la vida cotidiana o a otras
ciencias para potenciar el aprendizaje de dicho objeto matematico y el interés de los estudiantes

por el estudio de las funciones.
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En cuanto a los procedimientos que utiliza el Profesor B para resolver las actividades o
problemas matematicos que propone, solo se identifican tareas ‘clasicas’ que requieren
procedimientos algoritmicos y mecanicos. Esto se verifica cuando el Profesor B explica como
determinar la inversa de una funcion dada y como calcular la composicién de funciones. Cabe
destacar que algunas de las técnicas y notaciones de resolucion son erréneas, lo que se constata
cuando el Profesor B desarrolla la composicion de funciones (f o f~1)(x) pero en realidad
calcula (f~1 o f)(x). Como obtiene la respuesta esperada (funcion identidad), el profesor no
reflexiona in situ sobre su estrategia de resolucion, aun cuando los estudiantes manifiestan
inquietud y duda respecto del procedimiento sugerido.

En relacion con el uso de lenguajes, el Profesor B no recurre a las diversas
representaciones (tabular, grafica, verbal) asociadas a la nocion de funcién inversa. De manera
muy sucinta utiliza representaciones algebraicas y en menor medida icdnicas, como cuando el
Profesor B emplea diagramas de conjuntos para explicar, por ejemplo, la relacion de
correspondencia entre personas chilenas y nimero de RUN. De este modo, se constata que el
trabajo con funciones se limita al uso de representaciones algebraicas predominando la
asociacion funcion-formula. Segin Artigue (1995), estos criterios conducen a rechazar
relaciones funcionales y a admitir objetos no funcionales. Ademaés, el uso limitado de
representaciones no permite realizar conversiones entre registros de representacion dejando de
lado una de las actividades cognitivas fundamentales para lograr una correcta comprension de
la nocion de funcion. Duval (2006), establece que el dominio de las diversos registros y las
respectivas conversiones asociadas son el factor decisivo para el aprendizaje.

En el desarrollo de la clase no se perciben justificaciones o argumentaciones
matematicamente formales que respalden las heuristicas empleadas. Sin embargo, se valora la
intencion del Profesor B para dar respuesta a la pregunta ¢Por qué se cambian las variables?
(intercambio de variables en el procedimiento para determinar la inversa de una funcién) ya que
declara que los conjuntos de partida y llegada se intercambian, pero no explica el motivo de
intercambio de variables. Se infiere que el Profesor B busca una relacion (funcién inversa)
donde x cumpla el rol de variable independiente e y de variable dependiente siendo esto una
practica usual en el estudio de funciones.

Por otro lado, el Profesor B no vincula la funcién inversa con objetos matematicos de

niveles anteriores o superiores y mayoritariamente propone tareas matematicas usuales, en
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contextos intra-matematicos, que requieren para su resolucién procedimientos estandar
(mecénicos y algoritmicos). Es fundamental que los profesores conozcan las caracteristicas de
las unidades didacticas formalistas (configuraciones epistémicas conjuntistas) especificas para
funciones y no se restrinjan a hallar y conocer unidades didacticas inspiradas en
instrumentalismo y procesos mecénicos. Estas unidades didacticas, refieren a una presentacion
descontextualizada de los conceptos y reglas matematicas en tanto que los objetos matematicos
se aprenden con la practica y no mediante un aprendizaje significativo (FONT et al., 2017).

En el desarrollo de la clase, se verifica que la definicion sobre funcidn inyectiva
proporcionada por el Profesor B se aproxima a la definicién formal del objeto matematico. Sin
embargo, carece de rigurosidad, precision y formalidad matematica (GONZALEZ, 2004). En
cuanto a la nocion de funcion sobreyectiva, se perciben inconsistencias y errores en la definicion
que propone el Profesor B. En la enunciacion que plantea se observan tres ideas principales:

1) Dado dos conjuntos que Illamaremos P y B, cada elemento del conjunto de partida P
debe tener un elemento en el conjunto de llegada B al menos uno.
2) Todos los elementos del conjunto de llegada deben tener una preimagen en el

conjunto de partida.

3) En este caso es posible tener elementos del conjunto de partida con dos imagenes en el
conjunto de llegada.

La definicion descrita por el Profesor B difiere significativamente de la definicidn
matematicamente formal (GONZALEZ, 2004). Se observa que la afirmacion 2), dada por el
Profesor B cuando define funcion sobreyectiva, corresponde a una adecuada idea de
sobreyectividad. Sin embargo, en la afirmacidn 1) deja abierta la posibilidad de que la relacién
que se estudie no sea una funcion, mientras que en la afirmacion 3) abiertamente permite una
relacién no funcional.

Durante el desarrollo de la clase, el Profesor B no define formalmente la nocion de
funcion inversa, aun cuando el objetivo de la clase era “reconocer y comprender la funcion
inversa”. Ante la pregunta de un estudiante sobre ;Qué es una funcion? el Profesor B no
considera la arbitrariedad, existencia y univalencia como caracteristicas claves de la nocion de
funcién. Otro aspecto relevante, es que durante el proceso de instruccion el profesor no se refiere
al dominio y codominio de las relaciones que presenta, de este modo se asume que no percibe

dichas nociones elementos inherentes a la definicién de funcién.
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En sintesis, de acuerdo con las situaciones-problemas, definiciones, representaciones,
procedimientos y argumentos propuestos por el Profesor B, podemos sefialar que el significado
de la nocion de funcién implementado no es representativo del significado holistico de
referencia, pues el Profesor B se basa fundamentalmente en la acepcion de funcion como
expresion analitica, mientras que a partir de los ejemplos y definiciones que propone se percibe
cierto acercamiento, aunque de manera poco consciente, al significado de funcién como

correspondencia arbitraria y desde la teoria de conjuntos.

3.3 Dimension Meta Didéactico-Matematica

En el episodio de microensefianza sobre funcion inversa, se llevo a cabo una actividad
de retroalimentacion entre el formador de profesores y los futuros profesores. Se traté de un
espacio reflexivo, posterior al desarrollo de la clase, en que también utilizamos nuestra
propuesta de componentes y descriptores de idoneidad epistémica para la ensefianza de
funciones. En este espacio se plantearon preguntas, comentarios, orientaciones y sugerencias
que llevaron a precisar ciertas nociones y elementos involucrados en el proceso de ensefianza-
aprendizaje sobre funcion inversa. Asimismo, se analiz6 la videograbacién para generar
espacios de autobservacion y autorreflexion de la labor ejercida por el Profesor B.

En esta instancia de retroalimentacion, el Profesor B identifica aspectos que debe
mejorar y corrige algunas de las definiciones que erradamente propone (e.g., la definicion de
funcién sobreyectiva). Sin embargo, no sugiere acciones inmediatas para enunciar con precisién
procedimientos y definiciones introducidas en clases (e.g., definicidn de funcion, procedimiento
para calcular composicidn de funciones, etc.). Al respecto se propicio la siguiente discusion
entre formador y profesores en formacion.

Formador: Si tuviese que volver a definir funcidn sobreyectiva ¢ Cudl seria la definicion
que proporcionaria?

Profesor B: Mmm [...] cuando los elementos del conjunto de partida. Mmm [...] no,
cuando los elementos del conjunto de llegada tienen un elemento en el conjunto de
partida, es decir, un elemento como minimo.

Estudiante 4: Yo creo que lo mejor es explicar este tipo de funciones con diagramas,

al menos eso haria yo. (El estudiante 4 dibuja en la pizarra dos diagramas como el

que se presenta en la figura 2)
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Figura 2 — Diagramas propuestos por el estudiante 4 (imagen adaptada)

Funcién sobreyectiva Funcién no sobreyectiva
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Fuente: Parra-Urrea (2021, p.173)
Cabe destacar que, los diagramas propuestos por el estudiante 4, son similares a los que

presenta Gonzélez (2004) para ejemplificar funciones que son o no sobreyectivas. De este modo,
el formador logra vincular las acepciones de los profesores en formacién con la definicién
formal de funcion sobreyectiva. Otro de los aspectos sobre los que se reflexiond fue la
conceptualizacién de la nocion general de funcion, donde el Profesor B muestra no conocer con
profundidad las matematicas que debe ensefiar (e.g., los diversos significados de la funcion, los
objetos matematicos primarios y secundarios vinculados a dicho objeto matemaético, etc.),
menos aun evidencia dominio de alguna herramienta que le permita proponer acciones para
favorecer, desarrollar y evaluar la competencia matematica de sus estudiantes sobre la nocion
de funcion inversa. A partir de lo anterior, el formador refuerza los significados parciales de la
nocidn de funcion y ejemplifica situaciones para ilustrar cada una de las acepciones de funciones
(SIERPINSKA, 1992; BIEHLER, 2005; PINO-FAN; PARRA-URREA; CASTRO, 2019). El
Profesor B aun cuando emplea parcialmente algunos de los significados de funcién (e.g., funcion
como correspondencia, funcion como expresién analitica) y utiliza algunos elementos de la
teoria de conjuntos, reconoce la importancia de abordar la funcién como representacion grafica
y cree esencial emplear situaciones-problemas que refuercen el significado de funcién como
relacién entre magnitudes variables. Ademas, luego de la discusion, comprende y es consciente
del significado de funcion como correspondencia arbitraria mediante la situacion-problema que
él mismo propone (relacion entre personas chilenas y nimero de RUN). Luego del proceso de
reflexion, el Profesor B considera pertinente enfatizar los conceptos claves de la nocién de
funcién (arbitrariedad, existencia y univalencia) y vincular dicho objeto matematico con
situaciones de la vida cotidiana para captar la atencion de los estudiantes y motivar el

aprendizaje.
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4. Conclusiones

En este estudio se evidencia como las orientaciones tedricas del Conocimiento Didactico
Matematico (CDM) y las herramientas tedrico-metodoldgicas propuestas por el Enfoque
Ontosemidtico (EOS) proporcionan dimensiones/categorias y subcategorias del conocimiento
del profesor que nos permiten caracterizar y analizar los conocimientos de profesores de
matematica. A partir de lo anterior, nos propusimos responder la pregunta ;Qué componentes e
indicadores representan un recurso orientador para alcanzar una alta idoneidad epistémica en
los procesos de instruccion sobre funciones? Para ello, disefiamos una herramienta teorico-
metodoldgica (descrita en la tabla 1) que considera las recomendaciones de la literatura
cientifica en torno a las dificultades que se suscitan en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las funciones y las orientaciones relativas al conocimiento requerido por los profesores para
la ensefianza de funciones. Asimismo, nos interesamos por responder ;COmo sistematizar y
orientar la reflexion de la practica docente que ejercen los futuros profesores cuando afrontan la
ensefianza de funciones? En este sentido, ilustramos el uso de los criterios de idoneidad
epistémica especificos para la ensefianza y aprendizaje de las funciones en un contexto de
microensefianza sobre funcidn inversa. Como resultado del analisis se evidencia que el profesor
en formacion (Profesor B) posee un dominio parcial del conocimiento comin del contenido,
principalmente porque no logra dar respuestas adecuadas a mas de una tarea que €l mismo
propone. Asimismo, no se observan conexiones de la nocion de funcién con objetos
matematicos de niveles educativos méas avanzados, por lo tanto, no se percibe el dominio del
conocimiento ampliado. De este modo, se constata que el grado de conocimiento manifestado
por el Profesor B carece de aspectos relevantes sobre la matematica que debe ensefiar. De
acuerdo con Steele, Hillen, y Smith (2013), para fomentar en los estudiantes una comprension
conceptual rica de la nocion de funcion, el profesor debe poseer un conocimiento profundo del
contenido que le permita tomar decisiones sobre qué ensefiar y como hacerlo.

En el desarrollo de la clase, el Profesor B proporciona definiciones poco precisas y
ambiguas, ademas de no referirse a tres rasgos esenciales de la nocion de funcién: arbitrariedad,
existencia y univalencia, lo que es coherente con lo planteado por Even (1993). Si bien el
Profesor B presenta actividades (e.g., relacion entre el namero de RUN y personas chilenas) que
podrian promover uno de los significados parciales de la nocion de funcién -funcion como

correspondencia arbitraria- no es consciente de los beneficios que tiene para el aprendizaje el
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uso de dicho significado. Otro aspecto importante del conocimiento de los profesores es la
capacidad de utilizar diversas representaciones (COONEY; BECKMANN; LLOYDET, 2011).
En el caso de la clase desarrollada por el Profesor B se privilegia las representaciones simbélicas
y en menor medida las representaciones iconicas. De acuerdo con Steele, Hillen, y Smith (2013),
una clase que explora dominios y rangos de funciones compuestas podria beneficiarse mediante
el empleo de diagramas de conjuntos. Para lograr una comprension solida de la nocion de
funcién en los estudiantes, el profesor debe poseer un amplio conocimiento de sus
representaciones y debe promover actividades que permitan moverse con flexibilidad entre ellas
(NITSCH et al., 2015). En relacion con las situaciones problemas, tal como se ha descrito
anteriormente, el Profesor B presenta mayoritariamente problemas para ejemplificar las
definiciones que introduce y problemas en contextos puramente matematicos para reforzar el
aprendizaje de las funciones. De acuerdo con Tassara, Detzel y Ruiz (2004) “se debe considerar
para la ensefianza de funciones situaciones-problemas en que las funciones sirven de modelo
para el estudio del comportamiento de un fendmeno y aquellas en las que las funciones permitan
expresar la dependencia entre las variables” (p.40).

Finalmente, respecto al proceso de retroalimentacion, posterior al desarrollo de la clase
y orientado por los criterios de idoneidad descritos en la tabla 1, se constata que los futuros
profesores (Profesor B y quienes actuaron en el rol de estudiantes) logran reflexionar sobre los
elementos que constituyen la faceta epistémica (situaciones problemas, lenguajes, definiciones,
procedimientos, argumentos, errores, ambigiiedades y creencias). Es decir, identifican errores e
imprecisiones conceptuales e intentan, a partir de la discusion, precisar dichas definiciones y
procedimientos. Ademas, con ayuda del profesor formador, se abordan los significados parciales
que constituyen el significado holistico de referencia de las funciones. Esto con el proposito de
ampliar el conocimiento de los futuros profesores. Otro de los aspectos sobre los que se
reflexiond, fue el tipo de situaciones problemas y la importancia de promover actividades que
sean del interés para los estudiantes. Asimismo, se analizaron las distintas representaciones
asociadas a la nocion de funcion y se trabajo en el planteamiento de situaciones que

ejemplificaran cada representacion.
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