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Resumo

Os autores de livros de Histéria da Matematica dedicam tempo consideravel na discussao de elementos alegé-
ricos, cujo viés de curiosidade relega e determina um papel secundario do saber matematico e seu intrinseco
carater epistemoldgico-evolutivo. Diante deste cenério, o presente trabalho aborda a relacdo de sequéncias
numéricas e a noc¢do de Tabuleiro. A nocdo de Tabuleiro costuma se recorrentemente empregada e generali-
zada em uma literatura especializada da pesquisa em Matematica Pura, todavia, de dificil acesso ao professor
de Matematica em formacdo. Por conseguinte, com aparo de determinados pressupostos de uma Engenharia
Didatica de Desenvolvimento e Formacdo (EDDF), aliada com a Teoria das Situacdes, o trabalho apresenta um
itinerario de abordagem e a descricdo de duas situacdes didaticas envolvendo a nocdo de Tabuleiro hexagonal
e a Sequéncia Tetranacci. Por fim, indicamos alguns elementos capazes de promover um viés de regularidade
e de eventual aplicacao em sala de aula, visando o incremento de conhecimentos.

Palavras-chave: Histéria da Matematica, Formacdo de professores, Engenharia Didatica de Desenvolvimento
e Formacdo, Tabuleiro, Sequéncia Fibonacci e Tetranacci.

Preliminary and a priori analyses: the case of hexagonal boards
and the Tetranacci sequence

Abstract

The authors of History of Mathematics books dedicate considerable time to the discussion of allegorical ele-
ments, whose bias of curiosity relegates and determines a secondary role of mathematical knowledge and
its intrinsic epistemological-evolutionary character. Given this scenario, the present work addresses the rela-
tionship between numerical sequences and the notion of Board. The notion of Board is often used and gene-
ralized in a specialized literature of research in Pure Mathematics, however, difficult to access for Mathematics
teachers in training. Therefore, with the support of certain assumptions of a Didactic Engineering of Develop-
ment and Training (EDDF), allied with the Theory of Situations, the work presents an itinerary of approach and
the description of two didactic situations involving the notion of Hexagonal Board and the Sequence Tetranac-
ci. Finally, we indicate some elements capable of promoting a bias of regularity and eventual application in the
classroom, aiming at increasing the teacher's knowledge about the theme “recurrent numerical sequences
and Boards”.

Keywords: History of Mathematics, Teacher training, Didactic Development and Training Engineering, Board,
Fibonacci and Tetranacci sequence.
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Analise preliminar e a priori: 0 caso dos Tabuleiros Hexagonais e a Sequéncia Tetranacci

Andlisis preliminar y a priori: el caso de los tableros
hexagonales y la secuencia Tetranacci

Resumen

En este trabajo presentamos una sintesis de la reconstruccién del significado global de la derivada que hemos
realizado con la ayuda de algunas herramientas teéricas del enfoque ontosemiético del conocimiento y la
instrucciéon matematica. Asi mismo, caracterizamos el significado pretendido en el curriculo de Bachillerato
a partir de las practicas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como en los libros de texto de
dicho nivel. La comparacién de ambos significados (global y curricular) permite valorar la idoneidad episté-
mica del significado curricular. La metodologia de andlisis didactico aplicada para el caso de la derivada en el
curriculo (Plan de Estudios y libros de texto) mexicano se puede aplicar a otros contenidos y contextos. La in-
formacién aportada puede ser Util para el profesor de matematicas de bachillerato ya que revelamos algunos
sesgos en los significados de la derivada privilegiados por el curriculo que podrian ser evitados para mejorar
la ensefianza de la derivada.

Palabras clave: Historia de las Matematicas, Formacion de profesores, Ingenieria de Formacién y Desarrollo
Didactico, Junta, Secuencia de Fibonacci y Tetranacci.

INTRODUCAO

Deparamos nos compéndios de Histéria da Matematica (HM) um expediente que
costuma colocar em evidéncia um carater ou viés de curiosidade, anedoético e/ou outros
elementos que envolvem uma cultura cientifica que nao se esforca em explicar os devidos
vinculos com o saber cientifico e matematico, basta lembrar os casos de manifestacao, por
exemplo, da sequéncia de Fibonacci na Botanica (Ver Figura 1). Por outro lado, em nossos
trabalhos temos assinalado (ALVES, 2017; 2018; ALVES e CATARINO, 2022) outra perspectiva
que busca evidenciar a necessidade de compreensao, por parte do professor de Matemati-
ca, de um processo matematico, epistemolégico e evolutivo do saber matematico. De modo
particular, temos discutido o caso do processo evolutivo em torno da nogao de sequéncias
(generalizadas) numéricas recorrentes que, na Figura 1, conseguimos identificar os padroes
numéricos correspondentes com a sequéncia de Fibonacci e Tribonacci.

Figura 1: Exemplos de manifestacdes da sequéncia Fibonacci e Tribonacci na natureza

Year

"Fibonacel” Tree "Tribonacei” Tree

Fonte: Feinberg, 1963, p. 70

Cabe assinalar que, do ponto de vista histérico, a Sequéncia Tribonacci foi descober-
ta em 1963, por M. Feinberg, se baseia na seguinte definicao formal que indicamos a seguir.
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Definicao 1: A sequéncia Tribonacci é definida pela seguinte relagdo . (FEINBERG,
1963)

Alguns de seus valores iniciais podem ser expressos por: 0,1, 1,2,4,7,13,24 44,....
Por outro lado, constatamos um exemplo de evolugdo dos conceitos matematicos que ates-
tam, por vezes em exemplos particulares, sobre o carater ndo estatico e evolutivo do saber
matematico. Com efeito, aproximadamente uma década depois, em um artigo, Hoggatt e
Bicknell (1973) introduzem a generalizagcao do modelo de recorréncia indicado a seguir.

Definicdo 2: A sequéncia Tribonacci polinomial é definida pela seguinte relagado . (Ho-
ggatt e Bicknell, 1973).

N3do obstante, a partir de uma compreensao e preocupa¢ao com um cendrio de for-
macao e de aprendizagem do professor de Matemadtica (inicial ou continuada) se mostra
imprescindivel o acesso a determinados contedidos ou abordagens que revelam um cara-
ter ndo estatico e de evolucao do saber matematico, inclusive, seu estadio atual. (ALVES,
2022a). Para exemplificar, na Figura 2, podemos identificar um tabuleiro* unidimensional,
com dimensdes e, logo ao lado direito, um quadrado e um dominé . Por intermédio de um
expediente heuristico, que pode ser comparado com a natureza do problema da reproducao
de pares de coelhos que popularizou o trabalho de Leonardo Pisano (1170 - 1250), os auto-
res Benjamin e Quinn (2003b) perguntam: De quantas formas podemos ladrilhar e, também,
preencher um tabuleiro de comprimento, constituido com células de dimensao, utilizando-
-se apenas as quadrados e os dominds ?

Figura 2: Benjamin e Quinn (2003b) introduzem o problema dos tabuleiros relacionados com a
sequéncia numérica recorrente de Fibonacci

Fonte: Benjamin e Quinn, 2003b, p. 12

De forma surpreendente, ao considerarem o termo que representa a quantidade de
formas diferentes de ladrilhar um Tabuleiro, entdo determinam a relacdo com represen-
tando, de forma precisa, a sequéncia de Fibonacci. Por outro lado, com o0 amparo da Figura
3, ilustramos ainda as considera¢des de Propp (2015) que fornece inimeros exemplos de

4 Assinalamos uma diferenca a nogdo de Tabuleiro, segundo o contexto de jogos de Tabuleiro e de Matemética da nogado
abstrata de Tabuleiro, considerando o cenério de pesquisa e de uma abordagem combinatéria para sequéncias numéricas
generalizadas. No primeiro contexto, resgatando o pensamento de Kamii (1982), o interesse em ensinar a nogdo de nimeros
e suas propriedades possui profunda origem no pensamento de Piaget. No caso da nogdo de Tabuleiro, abordagem combi-
natéria para sequéncias numéricas, o interesse maior se destina a aprendizagem do adulto e, de modo particular, a aprendi-
zagem do professor de Matematica.
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outros Tabuleiros, de formas variadas e que, em certos casos, se relacionam com outras se-
quéncias numéricas recorrentes e envolvem pesquisa em Algebra Enumerativa.

Figura 3: Descricao de formas e construgoes variadas de Tabuleiros relacionados com problemas
em Algebra Enumerativa.

Fonte: Propp, 2015, p. 39

Diante do cendrio anterior, indicaremos o seguinte questionamento norteador:
Como estruturar um conjunto de situacoes didaticas com o escopo de proporcionar ao pro-
fessor de Matematica, em formacao inicial, um entendimento sobre o carater matematico
- evolutivo da sequéncia numérica recorrente de Fibonacci e suas relagdes com a no¢ao
de Tabuleiro? O questionamento anterior proporcionar formularmos os seguintes objetivos
especificos: a) Identificar um cenario historico, epistemoldgico e evolutivo sobre a sequén-
cia de Fibonacci; b) Compreender as relagdes entre a nogao de Tabuleiro e algumas formas
generalizadas da sequéncia de Fibonacci; c) Descrever um conjunto de situacdes envolven-
do elementos da pesquisa atual em torno da nocao de Tabuleiro, todavia, com o intuito de
torna-las acessiveis e transmissiveis aos professores, sob um viés de recurso pedagégico.

Antes, porém, assinalamos os elementos estruturantes e organiza¢des dos objeti-
vos especificos devem se amparar na Engenharia Didatica de Desenvolvimento e Formagao
(EDDF) que, de acordo com Perrin-Glorian (2011), desde o seu estadio de nascedouro, sob
a influéncia de varios didatas e pesquisadores dos IREM (L “Institut de Recherche sur | "En-
seignement dés Mathématiques) das escolas normais (école normale) e dos IUFM (/nstituts
Universitaires pour la Formation des Maitres), podiamos identificar, de forma expressiva,
uma preocupacao com “situacdes produzidas por intermédio da Engenharia Didatica para
pesquisa, muitas vezes, para servirem como um meio de construir situagoes de formacao
(inicial ou continuada)” (PERRIN - GLORIAN, 2011, p. 65). Por intermédio de um interesse
semelhante, nas secoes subsequentes, indicaremos alguns pressupostos aplicados e origi-
nados da vertente francesa da Didatica da Matematica. (ARTIGUE, 2020).
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ANALISES PRELIMINARES: TABULEIROS HEXAGONAIS E A SEQUENCIA
DE FIBONACCI, TRIBONACCI, TETRANACCI, ETC..

Decerto que, tendo em vista o interesse pelo desenvolvimento de determinadas fa-
ses de uma Engenharia Didatica, com maior interesse pela formacao docente, empregare-
mos determinadas no¢oes familiares e originadas dos estudos em Engenharia Didatica. De
modo especial, restringir-nos-emos aos momentos de Andlises preliminares, andlise a priori
e a concepcao de situacdes didaticas, com o amparo de um classico binémio, que envolve a
utilizacdo da Engenharia Didatica aliada com a Teoria das Situacoes (ARTIGUE, 2011).

Depois de décadas de uma tradi¢ao dos estudos amparados pelos pressupostos es-
tabelecidos pela utilizacao do binémio ED - TSD sabemos que as andlises preliminares “cos-
tumam incluir trés dimensdes: andlise epistemoldgica do contelldo matematico em jogo,
analise das condicdes e condicionantes institucionais, analise do que a pesquisa didatica
oferece para apoiar o projeto” (ARTIGUE, 2020, p. 33). Nao obstante, nos deteremos ao exa-
me de uma analise epistemolégica do contelido matemdtico em jogo. Ademais, quando
consideramos a etapa de concepcao e de andlise a priori, consideramos um conjunto de ele-
mentos que independem de um quadro de referéncia empirica particular e que antecedem
o eventual momento de uma eventual experimentacao. Assim, dois elementos ou catego-
rias devem ser evidenciadas nessa etapa, de acordo com Almouloud (2007, p. 172), a saber:
(i) estudo da organizacao matematica; (ii) analise didatica do objeto matematico escolhido.

Na figura seguinte buscaremos situar o cendrio de nossas a¢des que envolvem ape-
nas as etapa 1 e 2 de uma Engenharia Didatica. Outrossim, desde que empregamos os pres-
supostos introduzidos por Perrin-Glorian (2011), tendo em vista um maior interesse pela
formacao inicial e da concepcao de recursos para o professor de Matematica, em formagado
inicial, assinalamos que, embora com viés essencialmente teoérico, recordamos um primeiro
nivel objetivando um publico constituido de professores, segundo Perrin-Glorian (2019).

Trata-se de testar a validade tedrica das situagcdes no nivel epistemoldgico e cognitivo
e identificar as escolhas essenciais de Engenharia, o que é essencial porque é funda-
mental deixar margem de manobra aos professores, ao mesmo tempo em que lhes
indica os fundamentos da Engenharia que possibilitam construir com os alunos o
significado dos conceitos ensinados. (PERRIN - GLORIAN, 2019, p. 12).

Na figura 4 resgatamos um esquema mnemaonico que Artigue (2020) resignifica a par-
tir de um trabalho de Barquero e Bosh (2015). Artigue (2020) interpreta com amparo do bi-
némio classico empregado em pesquisa “Engenharia Didatica - Teoria das Situagdes”.
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Figura 4: Fases de uma Engenharia Didatica associada com a TSD
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Fonte: Artigue, 2020, p. 21

Com o interesse de compreender um componente epistemolégico e evolutivo sobre
anocao de Tabuleiro e de responder, pelo menos de forma parcial, os dois questionamentos
iniciais, examinaremos um conjunto de trabalhos, predominantemente artigos cientificos
que, de modo recorrente, possuem uma circulagao e acesso a um publico restrito e especia-
lizado de pesquisadores e matematicos profissionais. No conjunto dos trabalhos examina-
dos, de forma resumida, podemos identificar trabalhos que empregam a nogado de tabulei-
ros unidimensionais (Ver Figura 2) ou de dimensdes 1 xn, 2 xn, 3x n que evidenciam relagdes
com a sequéncia de Fibonacci, sequéncia de Pell e a sequéncia de Jacobsthal. (Benjamin e
Quinn, 1999; 2003a; 2003b). Em outros trabalhos deparamos as relagdes com da sequéncia
de Lucas e o Tabuleiro circular (Benjaminn e Walton, 2009). Em outros casos, identificamos
Tabuleiros de formatos variados, como o Tabuleiro em ‘L’ estudado por Tauraso (2004).

Diante de um cenario que confirma um processo evolutivo e de generalizagdo de ind-
meras propriedades derivadas via Tabuleiro, por exemplo, da sequéncia de Fibonacci, exa-
minaremos o caso dos tabuleiros hexagonais (Dosli¢ e Podrug, 2022), cujas células regulares
hexagonais recordam propriedades discutidas na literatura e que relacionam regularidades
na construcao das abelhas com Fibonacci (Huntley, 1970). No caso do Tabuleiro hexagonal,
formulado por Zigian e Dreden (2019), podemos perceber que determinadas relagdes com a
sequéncia Tribonacci e a Tetranacci, que envolvem generaliza¢des da sequéncia de Fibonac-
ci. Coates et al. (2022), por exemplo, envolvem uma configuragao com células hexagonais e
dos arranjos critalograficos simétricos. (Ver Figura 5).
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Figura 5: Descricao de um Tabuleiro hexagonal

B 0§ HE

Fonte: Zigian e Dresden, 2019, p. 5

ANALISES A PRIORI: TABULEIROS HEXAGONAIS E A SEQUENCIA DE
TETRANACCI

Vamos considerar o seguinte tabuleiro constituido de células hexagonais. Com am-
paro do trabalho de Zigian e Dresden (2019). No lado direito da mesma figura, podemos
verificar alguns casos particulares, envolvendo n = 1, 2, 3, 4 células hexagonais. A seguir,
na figura seguinte, podemos visualizar: um quadrado, um dominé horizontal, um dominé
inclinado a esquerda, um dominé inclinado a direita (todos na cor laranja). (Ver Figura 6).

Figura 6: Descricdo de um Tabuleiro hexagonal

09 B [N

Fonte: Zigian e Dresden (2019, p. 3)

Em seguida, consideraremos os casos particulares e, com o arrimo da Figura 7, des-
crevemos alguns casos que nao sao pormenorizadamente discutidos no trabalho de Zigian
e Dresden (2019). Com efeito, visualizamos os casos particulares envolvendon =1, 2, 3, 4
células hexagonais. Um argumento, preliminarmente heuristico, todavia, standard em Ma-
tematica Pura, envolve descrever uma associacao ou regra de equivaléncia dos ladrilhos
com um correspondente sistema matematico notacional. Por conseguinte, ainda na mesma
figura, para efeito notacional, para o caso n =0, estabeleceremos inicialmente que te = 1.
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Figura 7: Descri¢cdo dos casos iniciais com ladrilhos (n =1, 2, 3, 4) e do Tabuleiro hexagonal e a
convencao de um sistema matematico notacional (Elaboracao dos autores).
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Fonte: Elaboracdo dos autores

Em seguida, repetimos a estratégia proposta por Zigian e Dresden (2019) para cons-
truir os casos subsequentes, que indicamos para os valores particularesn =5, 6.

Figura 8: Descricdo dos casos iniciais com ladrilhos n = 5, 6, o Tabuleiro hexagonal e a elaboracao
de um sistema notacional para a sequéncia Tetranacci

&j\ ﬁ%&'}l\ i@% % rgj te, =15 =Te

e
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s @i cul ole e Sn &0 S5 &P &N
el &N &% 5 S8 NP 1% 15 &y

e w

Fonte: Elaboracdo dos autores

Antes de iniciarmos a secao subsequente, cabe assinalar, que a Sequéncia Tetranacci
é indicada pelo conjunto numérico: 0, 1, 1, 2, 4, 8, 15, 29, 56, 108, 208, ... (OEIS AQ00078)>(*).
Agora, com o amparo das figuras 7 e 8, podemos constatar as relagdes numéricas e identi-
ficar que, a partir da descricdo dos ladrilhos anteriores conseguimos determinar, de modo
preciso, cada termo presente na Sequéncia Tetranacci, convencionando que te ! Nas se¢des

5 AEnciclopédia Online de Sequéncias de Inteiros (On-Line Encyclopedia of Integer Sequences - OEIS) se constitui como uma ex-
tensa base de dados na Internet que registra inimeras informagdes sobre sequéncias de nimeros inteiros, com livre acesso
naInternet. Para o professor de Matematica interessado, basta o usuario inserir alguns elementos da sequéncia ou elementos
textuais, e recebe de volta possiveis sequéncias. Cada sequéncia particular, como uma etiqueta, possui uma identificacdo
particular como, por exemplo (A000045) - nimeros de Fibonacci. (site: https://oeis.org/)
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subsequentes desenvolveremos uma ac¢ao que costuma desempenhar um papel decisivo
em qualquer pesquisa com interesse no ensino de Matematica e, de modo especial, no inte-
resse na formacao inicial de professores de Matematica. Nao obstante, assinalamos posi¢ao
concorde com Brousseau (2004, p. 244) quando explica que transmitimos e também ensina-
mos “modelos e uma modelizacdo, de modo semelhante ao processo cientifico, acrescido
de determinadas justificativas que transformam esse ensino em uma verdadeira formacao
epistemologica”.

Nesse contexto, o papel das representag¢des surge no sentido de um meio de pro-
vocar/estimular determinada aprendizagem e constituem um meio de ensino e de amparo
para um processo de transposicao didatica (CHEVALLARD, 1991). Isso posto, assinalamos
que embora possam se constituir como uma dificuldade ou barreira ao professor de Mate-
matica, de modo especial, as figuras de 9 até 15, que abordaremos nas se¢des subsequentes
nao assumem papel secundario para o processo de investigacao encetado. Por outro lado,
assumindo posicao concorde com Brousseau (1976), sabemos que a emergéncia de obs-
taculos é uma consequéncia natural das relagdes em determinado sistema de ensino. Por
conseguinte, no conjunto das situagdes didaticas propostas, poderemos prever, em maior
ou menor substancia, a ocorréncia de obstaculos (epistemoldgicos, metodolégicos, etc.).

CONCEPCAO DE SITUACOES DIDATICAS: TABULEIROS HEXAGONAIS E
A SEQUENCIA DE TRIBONACCI

Assumimos posi¢ao concorde com Perrin-Glorian (2011), quando assinala que usar a
TSD para estudar o ensino regular “me permitiu considerar a Engenharia Didatica, em par-
ticular seu uso para estudar o ensino ordinario e produzir recursos para o ensino e a forma-
¢ao”. (PERRIN-GLORIAN, 2011, p. 63). A partir desse e outros pressupostos que podem ser
consultados na literatura (Almouloud, 2007), consideraremos a Situagao 1.

Situagdo Didatica 1: Considerando um Tabuleiro hexagonal, como exibimos na Figu-
ra 6 e as pegas escolhidas para descrever os ladrilhamentos correspondentes. Verifique sua
relacao (numérica) com a alguma forma generalizada da sequéncia de Fibonacci!

Situagao de agao: Com o amparo dos casos particulares exibidos nas figuras6 e 7, o
professor deve estimular os aprendentes em estabelecer relagdes aritméticas e a descricao
preliminar de certas propriedade geométricas, a partir da correspondéncia visual entre a
quantidade de células hexagonais e a disposi¢cao das pecas necessarias para cada ladrilho.

Situacdao de formulagdo: A correspondéncia aritmética e geométrica se eviden-
cia pelo estabelecimento de um sistema notacional, verificando que podem ocorrer que:
te,=1=Te,te,=1=Te,te,=2=Te,te,=4=Te,te, =8=Te,te,=15=Te,te,=29=Te, etc.
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Reparemos que temos indicado o simbolo para designar a quantidade formas de ladrilhos
que preenchem as células indicadas no tabuleiro que exibimos na figura 6.

Situacao de validacao: Visando a formalizacao dos argumentos anteriores, os apre-
dentes devem ser estimulados a observar que o tabuleiro hexagonal possui um total de n
células hexagonais. Quando na posi¢ao n ocorrer um quadrado (Figura 9, item B), as demais
células remanescentes podem receber uma contribuicdo de te_ ladrilhos, a partir da célula
de ordem n - 1. Quando na posi¢ao n - 1, n - 2 ocorrer um domind inclinado a esquerda (Fi-
gura 9, item C), as demais células remanescentes podem receber uma contribuicdo de te |,
ladrilhos, a partir da célula de ordem n - 3, desconsiderando qualquer peca inserida na posi-
cdo n (que pode ser apenas um quadrado!). Quando na posi¢ao n, n - 1 ocorrer um dominé
inclinado a direita (Figura 9, item D), as demais células remanescentes podem receber uma
contribuicdo de te_, ladrilhos, a partir da célula de ordem n - 2. Por fim, quando na posicao
ocorrer um domind horizontal (Figura 9, item E), as demais células remanescentes podem
receber uma contribuicdo de te_, ladrilhos, a partir da célula de ordem n - 4, desconsideran-
do qualquer ordem de insercao (ou de pegas) nas posi¢oes respectivas n - 3, n - 1. Na figura
9 resumimos todos os casos examinados (B), (C), (D), (E).

Figura 9: Identificacdo visual dos casos considerados e dos grupamentos de ladrilhos particulares
considerando configuracées de ladrilhos particulares (Elaboracao dos autores)

n-1

00" °

)

- -l
n-4 n-1
wv\/ul “ %
n-5 g3 "

Fonte: Elaboracao dos autores

Situagdo de Institucionalizagdao: Segundo a tradicao dos estudos de Brousseau
(2004)8, na presente fase, o professor serd o responsavel pela apresentacdao de um contetido
que deve adquirir o carater de universalidade e impessoalidade intrinseca ao saber mate-
matico e que, além disso, devera ser incorporado ao patriménio (cognitivo) de novos sa-
beres, bem como, amparar habilidades do professor. Reparemos que, a partir da figura 9,

5 Brousseau (2004, p. 250) recorda que “nas situagdes de formulagdo ou de comunicagdo e, por consequéncia, nas situacoes
de validagdo explicita, a utilizagdo das representagdes linguisticas ou iconicas sdo obrigatérias”
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considerando a somatéria de todas as contribui¢bes, encontramos 7€, ,t7e, ,+7e, ;+tre, ,,
@& O © @

isto é, determinamos a recorréncia que corresponde com a sequéncia tetranacci. Assim, aos
professores em formacao deve ser apresentado o seguinte teorema.

Teorema 1: Considerando o tabuleiro hexagonal e as correspondentes pecgas (ver Fi-

gura 6), entdo te  =Te , N>0.(Zigian e Dresden, 2019).

1

Demonstracao: Zigian e Dresden (2019) consideram, de modo particular, as contri-
buicdes de cada tabuleiro, ao fixarem os ladrilhos correspondentes nas Ultimas posi¢cdes
numeradas e empregar os argumentos decorrentes da Figura 9. C.q.d.

Situacao Didatica 2: Considerando um tabuleiro hexagonal, como exibimos na Figura
6. Agora, consideraremos o0s nossos ladrilhos com os respectivos pesos: quadrado de peso

x3, retangulo horizontal de peso xl—z, retangulos inclinados (a esquerda ou a direita) de peso.
Em seguida, consideraremos as indicagdes apontadas por Koshy (2012), quan-
do examina o comportamento a definicdo introduzida por Bicknell (1970), da se-
quéncia recorrente Tetranacci, na forma algébrica polinomial indicada por:
Te,=x"Te, ,(x)+x-Te, ,(x)+x-Te, ,(x)+Te, ,(x), e elementos iniciais indicados
porTe,(x) = 0.Te,(x)=1,Te,(x) = x*, Te,(x) = x° + x°.

Situagdo de agao: Diferente da situagdo 2 e com o0 amparo das estratégias desenvol-
vidas na etapa anterior, em que todos os ladrilhos possuiam peso 1, consideraremos pesos
para os ladrilhos indicados na figura 10. Ndo obstante, os estudantes devem compreender
as relacOes entre as sequéncias da situacdo 1 e 2. Para tanto, quando substituem o valor
particular para a varidvel x =1, conseguimos recuperar os valores expressos em (*)! Ademais,
a partir darelacao introduzida pela matematica norte americana Marjorie Bicknell Johnson,
entusiasta da pesquisa em torno da sequéncia de Fibonacci, o professor devera estimular
a determinacao dos demais termos da sequéncia polinomial Tetranacci, derivada da sequ-
éncia de Fibonacci: Te,(x)=x"+2x" +x, Te(x)=x"+3x"+3x"+1, Te (x)=x" +4x" +6x7 +4x°
etc.

Situagdo de Formulagdo: Depois de definidos os pesos dos ladrilhos, o professor de-
vera estimular os estudantes na formulacao de determinadas regras que podem ser relacio-
nadas, por intermédio de uma interpretacao visual e perceptiva dos ladrilhos particulares

que indicamos na figura 10. Com efeito, se mostra necessario uma regra para interpretar as
3
x

. ~ " 1 .
seguintes operacdes algébricas: ¥’ x— = — = x e que resulta em um ladrlylg de peso x. Na
X X

H
figura 11, no caso n - 3 visualizamos o caso em que ocorre um ladrilho aes com o peso
. ~ 7 . . . i
correspondente e envolve, justamente, a operacdo algébrica que indicamos héa pouco. Por

outro lado, no caso n - 4, podemos identificar uma configuragao particular do ladrilho que
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~
-

confere significado ao seguinte calculo algébrico x™ x — = x2 =1 e que resulta na determi-
X X PaVaN
nagao do peso total de um ladrilho do tipo particular indicado por /;f
ey

Figura 10: Identificacdo visual dos casos considerados e dos grupamentos de ladrilhos particulares
considerando os casos e

n=1 ( | Te,(x)=x _T; -, \

. 4 1e2
) -r/ Te(x)=x"-X +x'=x"+x
Fonte: Elaboracdo dos autores.

Nafigura 10 (casosn=1en=2) conseguimos visualizar todas as contribui¢cdes corres-
pondentes aos termos indicados ao lado direito, respectivamente, os elementos indicados
por Te,(x) = x e Te,(x) = x* -x’ +x* =x° + x*. A seguir, na figura 11, visualizamos a contribui-
cao de 4 configuragoes de ladrilhos particulares. No caso n =3, visualizamos um ladrilho com

peso total de x*-x*-x’ =x”. Logo em seguida, dois ladrilhos de peso x* - x* +x% - x° =2x".

Por fim, no Gltimo ladrilho, deparamos a aplicacao da regra x* iz =x.

Figura 11: Visualizacao dos ladrilhos no caso n = 3.

x3l 11 I]

=p T | TR TR L
1) i
W X ! ¥
¥ x ==

Il Te‘(x)=xg +2x° +x

Fonte: Elaborac¢ao dos autores

Reparemosque,aindasobreafigurall,quandosomamostodasascontribuicoesresul-
tantes acima, iremos determinar a seguinte representacdo polinomial 7e, (x) =x"+2x +x
. Vamos examinar, com base na figura 12, o caso n = 4. De imediato, por intermédio da vi-
sualizacdo, identificamos um total de 8 ladrilhos particulares envolvendo as combinacdes
dasmf)fgas dos dominés fixados, na cor laranja. De modo preliminar, para cobrir o tabuleiro

o B 3 12
A~ apenas com quadrados de peso x3, encontraremos um total de XXX X =x
1|
SN

. Dando sequéncia ao procedimento, podemos identificar um conjunto de 3 ladrilhos par-
ticulares que resultam em um peso individualde x* x -2’ =x°, ¥ - x’-x’ =x", X’ -2’ -x’ =x°
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(visualizando no sentido horario), em um total de 3x%. O elemento na forma polinomial que
ensejamos determinar possui a forma final dada por Te,(x)=x"> +3x°* +3x* +1. Para de-
termina-lo e identificar os grupos de ladrilhos remanescentes na figura abaixo, podemos

identificar que ocorre, precisamente, um grupo de 3 ladrilhos,com o peso total final de
FaYan

1 1 : -
X =xt, 25 =x, 5 x’-x’ =x" Sem desconsiderar,um Unico caso da forma &1, o
¥ o) L)

que resulta da regra = -1 (peso um).

Figura 12: Visualizacdo dos ladrilhos no cason =4
n =4 FAYAN xj ";Url\ Ly xl F VAN xl Is 1 Iz xz
W2 e ) x* (1)
"'\"\"' I I ;‘\; ' -"J‘\.’- .v- AA
1 A i L AR [ y 1
x3 \,-‘\_.rxl LAV 13 l WA x} .-"\.

W

IJ .):3 L A%
N TR
= 2
Te(x)=x-x XX +x 2 X122 % W xT:l
+x’+x’-x3-%+x’-x’+f*rz+l:xu+3x'+3:‘+l M P

Fonte: Elaboracdo dos autores

Para o caso n =5, constataremos que ocorrem um total de 15 ladrilhos diferentes, en-
volvendo o arranjo das pegas, na cor laranja, a priori designadas na figura 10. Vamos separar
dois grupos que podem ser visualizados, logo a seguir, nas figuras 13 e 14.

Figura 13 - Visualizacéo dos ladrilhos no cason =5

-'If .763”:5:2 f,. 2 X
; _I} lel\ A

) J I |' X
o2 e g

fxg x Te,(x)=1-x" +x" + 2" +x" + 2" +6-x" +4-x°

=1-x° +4-x" +6-x" +4-°

Fonte: Elaboracao dos autores

2
X

Na figura 13 podemos perceber que ocorre um total de cinco ladrilhos particulares,
enquanto, na figura 14, divisamos mais 10 ladrilhos particulares. De modo sistematico, ire-
mos determinar as contribuicdes totais correspondentes ao grupo de ladrilhos das figuras

13e 14 (nocason=5).
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Figura 14: Visualizacdo dos ladrilhos no caso n = 4 e a identificacao dos ladrilhos que correspon-
dem ao peso total 6x7 + 4x3.

X X 3 X Xux 2 Y
iy | = X .2
. ln i | W2
ul X X 20X
n=5 M _; 10 Loy g x‘*l\\ X s
x r! x“ xi x .r
1
3 —— =
X s Xt
o, g e
Te(x)=1-x" +x" + X" +x" + ¥ +6-x" +4-X \ X ll_ll u X
=1-x° +4-x" +6-x" +4-x° 1 v (n T
2 Y o2 x
X

Fonte: Elaboracdo dos autores

Situagdo de Formulagao: A partir da inspecgao visual na figura 13 e caso n =5, o pri-
meiro ladrilho possui um peso total dado por x° - x° - x* - x° - x° = x*. Em seguida, identifi-
camos um grupo de 4 ladrilhos, que podemos determinar suas contribui¢cdes indicadas por:
ot N, x,xP X X X 0 que resulta em um peso total de
o4 X 1’ =45 Finalmente, com 0 amparo da
figura 14, iremos separar as contribui¢des particulares, examinando as potencias na variavel
de valor 7 e 3. Com efeito, na parte de cima da figura 11, exemplificamos o seguinte caso /,\

2 2 7 .
que, pelo exame dos pesos, encontraremos X -x° x> = x’. Pelo mesmo motivo, iremos

encontrar um total de contribui¢des indicadas por 6x’. Finalmente, ainda na mesma figura,
na parte inferior, visualizamos um grupo de 4 ladrilhos particulares, todos com o mesmo

peso total. Afim de assinalar nossas operagdes definidas a priori, podemos identificar a se-
y
guinte configuracdo -\ que resulta no seguinte peso x° -Lz-x2 =x.
X

Situacao de validagao: Tendo em vista estabelecer um conjunto de argumentos que
se tornam invariantes, para cada caso particular, por exemplo, na figura 11, indicamos o
peso de cada contribuicao particular de ladrilhos. Podemos observar que ocorre apenas
um ladrilhos de peso 15, quatro ladrilhos de peso 11, seis ladrilhos de peso 7 e, por fim,
quatro ladrilhos de peso 3. Por intermédio da adogao de um sistema notacional, os estudan-
tes devem ser estimulados em perceber as relacdes 7€ (x) = Pelm-x” +4.x"+6-x"+ 4%

Pzso Pgso Pgso

correspondente a somatéria de todas contribui¢des indicadas nas figuras 13 e 14.
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Figura 15 - Identificacdo visual dos casos considerados e
os grupamentos de ladrilhos determinados.

-l oy

Peso Tolal =x*-Te_,fx)

Peso Tolal = 1-Te, ,(x) Prso Tt =1.Te_L) ﬂ‘!

Fonte: Elaboracao dos autores

Situagdo de Institucionalizagdo: Na dltima fase, se mostra necessario o estabele-
cimento de um Teorema e a verificacdo de uma conjectura matematica que, de modo es-
truturante, deverd ser incorporado ao patrimonio dos saberes cientificos dos aprendizes.
Com amparo dos argumentos coligidos nas etapas predecessoras, o professor devera enun-
ciar o seguinte teorema. Por Ultimo, com amparo na Figura 15, os alunos podem visuali-
zar que foram separados quatro casos, a considerar seguinte recorréncia definida a priori
Te =x’ -Te, (x)+ x? -Te, ,(x)+x-Te

n

;(x) +Te,_, (x).Com efeito, nafigura 15 sepa-

n-

ramos o caso de ladrilhos cujo peso total final é determinado por x° -Te

n-1

(x). O caso de
ladrilhos cujo peso total final é determinado por x’ -Te_,(x) e, de igual modo, para os

casos indicados por x-Te,_,(x) e por x"-Te,_,(x)=1-Te,_,(x). Para finalizar, o professor
de Matematica devera propor a investigacao sobre a seguinte conjectura.

Conjectura: Considerando o tabuleiro hexagonal e as correspondentes pecas e ladri-
lhos (ver Figura 10), sendo e, ,(x) as formas de preencher um tabuleiro hexagonal, entdo
te, (x)=Te,(x),n =0, (Formulada pelos autores)

O roteiro de investigacao para esta conjectura, que pode ser adotado pelo professor,
podera se amparar nas propriedades verificadas e que derivam do Teorema 1! Para con-
cluir a se¢do atual, resgatamos uma preocupacao revelada na tese de Brousseau (1987, p.
94 - 95), quando explica o papel do funcionamento do componente epistemolégico, quando
observa que o estudo epistemoldgico permite “compreender por uma teoria pode ser insti-
tucionalizada, e se mostra necessario, de forma preliminar, que possa ser objeto de debate
cientifico entre os estudantes, como meio de estabelecer e refutar provas”. Nesses termos,
com amparo das duas situacoes anteriores, identificamos um roteiro para a institucionali-
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zacao do saber matematico envolvido, a partir da presenca e participagao de um eventual
professor-formador ao decurso de todas as fases previstas pela TSD (ag¢ao, formulacao, va-
lidacdo e institucionalizagao).

ELEMENTOS DE REPRODUCAO DE UMA ENGENHARIA DIDATICA E 0OS
LIMITES DA PROPOSTA

Nas secOes anteriores indicamos alguns elementos estruturantes para as duas eta-
pas iniciais de uma Engenharia Didatica, com énfase declarada pelo interesse na formacao
inicial de professores de Matematica no contexto historico (ALVES, 2017). Assumimos posi-
cao concorde com Artigue (1984;2011), visando eventual aplicagao e replicabilidade do dis-
positivo tedrico concebido, quando indica o papel de compreensao do sujeito, que se mos-
tra associado a determinado estadio de conhecimento, em determinado momento. Assim,
se verifica o carater de imprescindibilidade em considerar a nocao matematica objetivada e
que ou quais contextos se correlacionam com o saber (savoir savant) em determinada épo-
ca; conjunto de representacgdes icOnicas e sistema notacional matematico intrinsecamente
relacionado ao objeto de interesse (sequéncias numéricas recorrentes); classe de proble-
mas em que o mesmo adquire sentido (sens); os instrumentos conceituais correlacionados
ao objeto de interesse (teoremas, definicdes matematicas, regras, propriedades, etc.).

Por outro lado, sempre urge considerar o componente de competéncia do professor
de Matematica, quando objetiva a descricao de um novo itinerario de aprendizagem. Nesses
termos, Brousseau (2002) indica, em determinada substancia, o conjunto de transforma-
cOes e modificacdes necessarias para o seu ato de ensino, quando menciona que:

Para ensina-lo, entdo, um professor deve reorganizar o conhecimento para que ele se
encaixe nessa descricdo, nessa “epistemologia” Este é o inicio do processo de modi-
ficacdo do conhecimento que altera sua organizacdo, sua importéncia relativa, sua
apresentacdo e sua génese, seguindo as necessidades do contrato didatico (BROUS-

SEAU, 2002, p. 35).
Por outro lado, quando assumimos os pressupostos e preocupagdes de Artigue
(1984, p. 104), de forma essencial, temos interesse por “um processo de institucionaliza¢ao
no interior de uma sequéncia didatica”. Por conseguinte, no conjunto das duas situacoes
didaticas apresentadas, ocorre o interesse pela compreensao, por parte dos estudantes
(professores em formacao inicial), de modelos de verificacao, de refutacao de conjecturas,
de demonstracao e prova empregados em trabalhos recentes de pesquisa, todavia, que nao
envolve um interesse por um processo de transposicao didatica (CHEVALLARD, 1991) e pos-

sivel repercussao para professores de Matematica (em formacao inicial ou continuada)!

Ainda em posicao concorde com Artigue (2018), na medida em que indica a impor-
téncia do processo de modelizacao de situagdes didaticas reprodutiveis, sobretudo, os ni-
veis de suas regularidades e que, em um contexto cientifico amplo, constatamos o fato é
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que “cada campo cientifico se posiciona através dos tipos de fendmenos, invariantes, re-
gularidades, a que aspira. identificar e os métodos que permitem produzi-los e valida-los.”
(ARTIGUE, 2018, p. 10). Por conseguinte, de modo particular, se mostra imprescindivel uma
compreensao das interacoes derivadas do trindmio classico “estudantes - saber matemati-
co - professor de Matematica”. Finalmente, os elementos indicados e elaborados nas secoes
predecessoras envolvem um componente de independéncia de andlises e de fatos empiri-
cos que emergem de eventual experimenta¢ao (LABORDE, 2016). Entretanto, auxiliam uma
configuracao inicial de pesquisa a ser desenvolvida no Brasil, entretanto, com influéncia
da tradicao estabelecida pela vertente francesa da Didatica da Matematica (BLUMM, 2019),
correspondente ao tema aqui discutido, sobretudo em suas dimensdes epistemolégicas,
historicas e matematicas (LABORDE, 2016).

Por fim, no ambito dos limites do trabalho atual, recordamos que parte substancial
dos trabalhos empregados para constituir nosso roteiro de abordagem visando o ensino e a
investigacao em torno da nogao de Tabuleiro e que nao se confunde com a nogao de tabulei-
ros no contexto de Jogos com regras, empregamos um conjunto de artigos cientificos (Coa-
tes, S. etal.., 2022; Doslic e Produg, 2022; Dresden e Xiao, 2022; Komatsu, Németh, e Szalay,
2018; Tauraso, 2004; Zigian, 2019), de restrita circulacao no meio cientifico da pesquisa e
voltado ao interesse de matematicos profissionais e no bojo de uma pesquisa contempo-
ranea. Por conseguinte, assinalamos que as figuras de 5 a 15 constituem um investimento
didatico do professor, no sentido de empregar diferentes representacdes de um mesmo ob-
jeto, no sentido de Brousseau (2004), como um instrumento visando a transmissao (trans-
posicao) e ensino de um determinado contetdo.

Outrossim, diante da natureza do estudo, essencialmente tedrica, se mostra impres-
cindivel o desenvolvimento de pesquisas empiricas capazes de verificar o funcionamento
do presente modelo didatico e da transmissao das ideias principais de cada situacao dida-
tica e, por tal expediente, revelar o carater ndo estético e dinamico do saber matematico
que, no caso de sequéncias numéricas, continua atraindo o interesse de pesquisadores em
varios paises.

CONSIDERACOES FINAIS E FUTURAS PESQUISAS

Nas secOes predecessoras descrevemos as duas etapas iniciais de uma Engenharia
Didatica, objetivando o seguinte tema: Tabuleiros hexagonais (BENJAMIN e QUINN, 1999;
2003a; 2003b) e a sequéncia Tetranacci. Podemos constatar que o referido tema se encon-
tra, recorrentemente, restrito a um publico especializado que, de modo standard, envolve o
emprego de artigos cientificos e que costuma acompanhar os avangos recentes sobre a evo-
lugcdo da pesquisa em Matematica Pura e, de modo especial, na area de pesquisa denomi-
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nada Matematica Enumerativa, todavia, de modo apartado de um interesse maior visando
a formacao do professor de Matematica (ALVES, 2017; 2022a; 2022b; ALVES e VIEIRA, 2023).

Por outro lado, por intermédio da influéncia dos trabalhos de Perrin-Glorian (2011,
2019), assinalamos um interesse pela formacao e aperfeicoamento das praticas ordinarias
e em sala de aula do professor de Matematica, no contexto da Histéria da Matematica (AL-
VES e CATARINO, 2022). Assim, os pressupostos assumidos que envolveram uma Engenharia
Didatica pelo Desenvolvimento e Formacao (EDDF) que permitem uma reflexao sobre um
conteldo e a correspondente transposicao didatica, com um triplo viés, a saber: reflexao
epistemoldgica, reflexao cognitiva, reflexao didatica (PERRIN - GLORIAN, 2019).

Finalmente, no cotejo das duas situacoes didaticas, de modo sistematico, indicamos
um teorema decorrente da 1° situacao didatica e uma conjectura matematica, como con-
sequéncia da 2? situacao didatica e que, de modo standard, seguindo os canones em Mate-
matica, deverd ser estimulada, objetivando a sua eventual comprovacao ou a sua refutagao.
(LAKATOS, 1976). Para concluir, assumimos posicao concorde com Perrin-Glorian (2011)
quando apresentamos um itinerario de situacdes que permitem sua exploracao em sala de
aula, com o escopo de apresentar o modelo combinatério para a sequéncia Fibonacci e sua
forma generalizada e, geralmente, negligenciada nos livros de Histéria da Matematica (a se-
quéncia Tetranacci).
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