


La prdctica comdn en nuestros dfas, tanto en los textos como a nl-
vol del discurso del maestro, de presentar la matemdtica a los alumnos
coma una clencla ya hecha, organlzada e incuestionable, sentada sobre
prolijos y sdlidos sistemas axlomiticos, expresada en un lenguaje rigi-
do y pedante (aspirando al inmerecido reconocimiento de “formal'’)
pareciera implicar al menos tres tipos de confusidn,

Un primer tipo consistitia en pretendsr basar la ensefanza en los
fundamentos y en el orden légico del discurso, desconociendo asl el
distanclamiento que ha venido producidndose en los ditimos afos en-
tre las matemdticas y la légica; distanciamiento al que alude el mate-
mdtico Dieudonné (1982) en ol apasionado estilo 3l que nos tiene
scostumbrados. Para este autor, existe “una separacion cada vez mis
neta entre 16gica y matemitica que ha llegado a un divorcio casl ente-
ramente consumado, al menos en ¢l espiritu de los jévenes matemdti-
cos, ya que muchos ldgicos en su ignorancia de las matemdticas actua-
les, no se dan todav(a cuenta, Sin embargo son 108 proplos progresos y
grandes éxitos de la ldgica contempordnea, que de manera paradojal,
constituyen la causa principal de este divorcio a partir de 1963" (p.
4). Esta confusion, que podriamos decit es de cardcter histdrico, os
precisada por Dieudonne mds adelante en este mismo articulo, al seda-
lar que en ¢l curso de los ditimos 70 aftos, la casl totalidad de los mate-
mdticos, con raras excepciones (principalmente especialistas en teorfa
de conjuntos o en alguna “rama exdtica” de la topologia general) han
adoptado comodamente, como base de sus trabajos y a veces de mane-
ra implicita e Inconsciente, ¢l sistema de axlomas de Zermelo—F raen-
kel, restringido a considerar el axioma de eleccion solamente para con-
juntos numerables. El hecho de que esto haya funcionado durante
tanto tiempo sin crear dificultades de drden Idgico, pareciera ser la ra-
26n por la cual, en opinién de Dieudonné, los jovenes matemdticos de
hoy han expulsado de sus preocupaciones, toda consideracidn acerca
de los fundamentos,

Cudn uuumnawmm«mwm-podblomﬂmﬂo.

desde la modesta perspectiva que nos da la limitada informacién que
poseemos sobre el conjunto de Ia actividad matemdtica de nuestros
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dias; pero, sf suena plausible on la medida en que

extraordinaria Imbricacidn entre ldgica y Mn z:c mdam
fines del siglo pasado y comienzos de éste, alimentada por ese intento
titdnko e imposible de Whitehead y Russell de reducir la matemdtica a
la Idgica, ya ha quodado lejos. Los trabajos de Gidel quien, en 1931,
demostrd la imposibilidad de establecer 1a no contradiceidn de 1a arit-
mética cldsica recurriendo tnicamente a sus proplos medios o a recur-
sos mds débiles (digamos, puramente lgicos), asi como la posterior
demostracion lograda por Gentzen de la no contradicclén de la aritmé.
tica cldsica, pero en el contexto de la artimética transfinita, no sélo de-
rrumban ol suefo hilbertiano, sino que muestran una apertura ilmita-
da de las posibilidades de construccidn matemdtica, reafirmada mis
ain, después que Cohen (1966) demuestra la Independencia entro el
Axloma de Eleccidn y la hipdtesis del continua,

En fin, podemos constatar ficlimonte, que no se encuentran hoy
dia muchos matemiticos que se preocupen del cardcter sintético o
analitico de los axiomas de la geometr(a, aungue el problema de la na-
turaleza de los objetos matemiticos y de su adecuacion a lo real subsis-
te como problema epistemoldgico central; Plaget (1967) sefala que
wyi, por ejemplo, los objetos matemdticos son de la misma naturaleza
que la realldad fisica, se comprende que, sacados de ella por una suce-
sidn de abstracciones cada vez mds refinadas, elios continden concor-
dando con ella. Pero se comprende ya un poco menos que ellos pue-
dan anticipar los resultados de |a experiencia, 2 menudo con un desfa-
se cronoldgico considerable. No se comprende por el contrario que
ellos trasciendan en todos los sentidos esta realidad experimental o ex-
perimentable y sobre todo no se comprende absolutamente, como
cllos alcanzan a originar construcclones deductivas mucho mds riguro-
sas que las constataciones de hecho y sin ninguna comparacién posible
con ellas en cuanto a los procedimientos de demostracidn. Si por ¢l
contrario, 13 naturaleza de los seres matemdticos hay que buscarla del
lado de las actividades del sujeto, se comprenderfa el rigor de los desa-
rrollos deductivos asi coma, segin 1os casos, su fecundidad indefinida;
pero, ol probloma de la concordancia con lo real subsiste y sobre todo
del cardcter anticipador de los cuadros formales con respecto a un con
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tenido experimental que los llena mucho después de su efaboracidn™
(pp. 555--556).

Un segundo tipo de confusion subyace sin duda  en el empefio de
presentar fos contenidos matemidticos a nivel elemental, con un enfo-
que estructuralista, mucho antes de que el alumno disponga de un
“stock” suficientemente amplio de modelos particulares que permitan
apeeciar ¢ valor de la estructura, asf como capturar su verdadera signi-
ficacidn. Esto probablemente proviene de una apreclacion distorsiona-
da de ese bello trabajo organizador y unificador que bien puede lla-
marse "revolucidn bourbakista”. La portentosa y fundamental tarea
llevada a cabo por N. Bourbaki, y que se expresa en “Eléments de
Mathématiques”, no constituye un reflejo de la actividad constructive,
productora, sino mis bien organizadora del conocimiento matemdtico.
De su simple estructura no puede inferirse el funcionamiento dialécti-
co de conceptos, problemas y modelos que acumularon durante mds
de mil ados, tan colesal cantidad de conocimientos. Mucho menos
puede fundarse en ella una pedagogia , dispuesta a favorecer la conti-
nuidad de eso trabajo.

La tercera confusion la consideramos de naturaleza epistemoldgica
y tiene que ver con ¢l concepto de "progreso” en clencias, especifica-
mente en lo que respecta al papel jugado por las diversas crisis en el de-
sarrollo del pensamiento matemitico y a la interpretacion de las solu-
clones que s¢ han propuesto para superadas.  Deliberadamente, he-
mos dejado para of final este aspecto del problema, en virtud de que su
desarrollo va a ocupamos considerable espacio porque yva a requerir al-

gunas puntualizaciones iniciales.

En primer lugar, pensamos que no se explica el desarrolio del
conocimiento cientifico al margen de la historia, como pretende el po-
sitivismo I6gico en s versidn cldsica, fundada en el andlisis formalizan-
te, invocando la permanencia y estabilidad normativa; y buscando en
la expresion lingiliStica, deslastrada de toda (o casi toda) presencia
subjetiva, una sintaxis universal de las clencias. El desarrollo estarfa

108

garantizado por la existencia de normas logicas estables, pues los fend-
menos se organizardn independientemente del sujeto cognoscente, li-
mitdndose la clencia a construlr coplas cada vez mds fleles y exactas.
Menos adn en su versién popperiana reciente (raclomalismo critico)
con sus criterios de falsificacidn y una propuesta metodoldgica que, al
retomar a 1a vieja dicotomia de Reichenbach: “contexto del descubri-
miento" vs. “contexto de la justificacién”, pareciera olvidar todo ¢ di-
namismo dialéctico de la ciencia, asentando una concepcidn lineal del
progreso.

Tampoco se explica con la propuesta de Kuhn, (1972) que parecie-
ra negar ¢l concepto mismo de progreso y ef recurso a toda raclonali-
dad, pues para Kuhn no es 1a falsificacidn emp(rica el criterio que deci-
de sobre la vigencia o reemplazo de un paradigma (y alli el papel mini-
mizado de la légica) sino criterios de fuerza o eficiencia relativas,
Ademds, al postular la inconmensurabilidad de dos paradigmas sucesi-
vos, niega ¢l concepto de progreso, regresindonos a la posicién de
Brunschvig, para quien el desarrollo del copocimiento es un devenir ra-
dical, una sucesidn contingente de paradigmas inconmensurables.

Plaget (1967),a diferencia de Brunschvig, abandona el terreno filo-
sofico para situarse en el interior del proceso constructor de las cien-
cias; logrando mostrar el cardcter integrador progresivo del movimien-
10 histérico, Para €, "¢l problema crucial a este respecto, sobre el te-
rreno histdrico critico, es el de establecer lo que se produce cuando
una teorfa reemplaza 2 otra, 0 mds precisamente, cuando un sistema
de nociones y de procedimientos deductivos o experimentales es reem-
plazado por otro” (p. 113). En vez de considerar la manera en que
una conceplualizacién filoséfica, por ejemplo la cantoriana, reemplaza
a otras, por ejemplo el ideal implicito en la artimetizacién del andlisis
de Kronecker ("Dios cred los ndmeros, lo demds es obra del hombre™)
Piaget al examinar la manera en que una teorfa nueva (como la teorfa
de conjuntos de Cantor) sucede a las precedentes (como la teorfa de
nimeros) advierte que ¢ desarrollo histérico nada tiene de un devenir
radical y fortuito; al contrario, la imagen es de una integracion de las




estructuras anteriores en las siguientes, pese al desarrollo indefinido de
dstas: "'los conjuntos no proceden a la abolicién de los nimeros, pues-
to que ellos permiten, al contrario, reinterpretarios mds detenidamente
8§ como crear nuevas clases transfinitas” (Piaget, 1967, p. 114).

De la misma forma, si bien 1o no—cuclideano (las diversas geome-
trias y sus posteriores desarrollos hacia los grupos de transformaciones
y mis recientemente los espacios fibrados de Cartan) han cuestionado
profundamente nuestra concepcidn del espacio y comenzado por ha-
cer impacto en la estructura de los fundamentos de la geometria
(Poincaré, Couturat, Russell), no menos Cierto es que ¢l prefijo “no",
no niega ni sugiere la abolicidn de la geometria euclidiana (como aigu-
nos docentes ingenuamente interpretan), sino mds bien representa una
sintesis, una integracién, al redefinir, mediante un cambio de escala,
los Ifmites de validez funcional de la geometria euclidiana, como re-
presentacion de una cierta realidad (el espacio ffsico ordinario, en el
sentida ingenuo del témino).

Esta integracién progresiva tiene también lugar, a su manera, en el
dominio de las ciencias fisicas. En este caso, nuevos descubrimientos
Imprevisibles pueden llegar a reemplazamientos parciales, pero  una
teoria nueva no conduce a la abolicidn total de las adquisiciones pre-
cedentes y la integracion de estas ultimas en la construccidn nueva
puede tomar la forma de una aproximacion ligada a una cierta escala
de observacién: la teoria de la relatividad no ha anulado en este senti-
do la teorfa newloniana de la gravitacién, puesto que a pequenas velo-
cidades y distancias, el espacio fisico {en ¢l sentido senalado antes),
permanece euclidiano en primera aproximacion .

En sintesis, tanto lo no—euclidiano como lo no-—-newtoniano (me-
cdnica cudntica, mecdnica relativista), aunque conducen al reemplaza-
miento de las nociones de espacio, tiempo y movimiento, no niegan ni
conducen a abolir ni la geometria euclidena ni la mecdnica cldsica; sélo
replantean (y he aqur uno de sus aportes fundamentales al pensamien-
to cientfico contempordneo) la nocion de limite de validez de las teo-
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rias, En este caso el cardcter "localmente euclideano' del espacio fisi-
co (como fue apuntado antes) sirve de soporte a esta integracién. Pero
Piaget (1967) va mds lejos, al considerar ¢l desarrollo vy la evolucion
del aparato normativo. “La cuestion es —dice Piaget— establecer si la
razén evoluciona sin razén o si la razén de constitucidn de una nueva
estructura comporta ademds la necesidad de una integracion de las es-
tructuras precedentes” (p. 114). Yendo directamente a los fundamen-
tos de la légica misma; constatando también, en su construccion histé-
rica, la presencia de un devenir de integracidn progresiva, en vez de
una sucesién contingente y fortuita, en la forma de extensiones tales
que los sistemas anteriores sostienen conlos siguientes, relaciones bien
definidas: relaciones de integracidn simple (como el silogismo de Aris-
t6teles respecto de la I6gica moderna bivalente de las proposiciones)
de integracién parcial (como cuando dos sistemas tienen una pmco:
min y cada uno de ellos una parte distinta de vicariancia). Piaget con-
cluye diciendo que: "ningln sistema es definitivo y que no hay funda-
mento estable, cada construccién permanece asf relativa a una situa-
cién particular y a un momento determinado de la historia. Pero esto
no entrana ninguna concepcion relativista, en el sentido peyorativo del
término, dado que lo adquirido no sufre amenaza de desaparecer, sino
que es simplemente integrado en construcciones mds extensas y com-
prensivas” (p. 115).

Asf pues, una ensenanza de las ciencias que no tome en cuenta los
procesos de formacion de los grandes cambios del pensamiento cientr-
fico; 0 que se apoye en una visién estdtica, limitdndose a sus propios
restilltados, a presentarse bajo el aspecto de ciencia hecha; o que, final:
mente, tergiverse el sentido de este proceso de integracion progresiva,
claramente perceptible en ¢l terreno del funcionamiento de los con-
ceptos y relaciones de las diversas teorfas, estard vehiculizando una
concepcion dogmdtica y a—histérica de la ciencia; y ademds, transmi-
tiendo una vision alienada y mitificante de la misma. Asf, al alumno
se le escamotea, no sélo 1a posibilidad de situarse claramente respecto
al estado actual de los conocimientos disponibles, de calibrar su verda-
dera significacién (alcances, limitantes) y de comprender los mecanis-
mos profundos que han operado en su constitucion, también se le res-
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tringe, drdsticamente, la posibilidad de un ejercicio verdaderamente
auténtico del quehacer productor de la clencia,

Junto & estas tres grandes fuentes de confusion no pocas veces
operan olras, No Por MENOres Menos graves, Entre éstas cabe desta-
car el papel del rigor cientffico, especialmente en presencia de un co-
nocimiento errdneo de la significacidn y el uso de los conceptos de
axiomatizacidn y formalizacién. :

Por supuesto, una visién distorsionada del rigor estd muchas veces
en la base de esas presentaciones de la “ciencia espectdculo”; de esa
inflexible presentacion de los resultados de la clencia actual como una
cadena de resultados revelados ¢ indiscutibles, tributarios de una peda-
gogla escrupulosamente ajena a toda reflexion sobre la clencla en sus
aspectos epistemoldgicos, culturales, pol ticos, etc.

No se trata de proponer aqui’ que la ensefianza de la ciencia deba
reducirse a la ensefanza de su historia y menos adn a la reproduccion
de ésta, tampoco al andlisis epistemoldgico genético de los procesos de
aproplacién del conocimiento y menos atn al estudio de los esquemas
formales de validacién. Pera rechazamos la postura pedagdgica que, 50
pretexto del “rigor”, presenta inflexiblemente, para dar un e¢jemplo, |a
secuencla: construccion de IR, funciones, [fmites, continuldad deriva-
cidn e integracidn, en los cursos de cdlculo; donde los conocimientos
surgen y se encadenan unos a olros como provocados por un acto de
magia. Porque hubo andlisis con Euler y Lagrange, antes de que la no-
cién de Iimite estuviera bien establecida, asi como con Cauchy y Rie-
mann, aunque todavia IR no hubiese sido construido aritméticamen-
te, as( como hubo cilculo de probabilidad antes de que Kolmogorof lo
integrara por la via axiomitica a la teorfa de la medida, tal como hoy
tenemos, al margen de toda fundamentacion formal, Estad (stica Mate-
mitica, Automdtica y Teorfa de la Informacién,

Por otra parte, pareciera querer ignorarse que la axlomatizacién ha

representado, en determinado momento del desarrollo de una teorfa,
un proceso voluntario de organizacién, de ordenamiento de resultados
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mds o menos dispersos, en una totalidad coherente. Esta actividad es-
tructurante parece haber estado presente en la elaboracion de los Ele-
mentos de Euclides. Seguidamente (veintidds siglos después, fines del
siglo pasado), la nocidn de axioma como “propledad fundamental y
evidente”, que subtiende la construccion cuclidiana, cambiard hasta
aparecer en su forma moderma que lo presenta como un enunciado v
cfo de todo contenido figurativo, sitwado al origen de toda cadena de-
ductiva, cuya eleccion, por demds arbitraria, s6l9 debe estar limitada
por las reglas del sistema que define. Sin embargo, tan radical cambio
de postura no altera ni su propdsito ni su ubicacion en el proceso cons-
tructivo de la ciencla y por tanto no puede trastocar el sentido educa-
tivo de tal proceso, ,

Por si esto no fuese suficiente, recordemos que este esfuerzo de
abstraccion que constituye la axiomaticacidn, no estd en modo alguno
situado en el nacimiento de las ideas matemdticas, de los objetos mate-
maticos y de sus relaciones; ella aparece mds bien como una conse-
cuencia de nuestra actividad organizativa de las Ideas, (en el sentido
matemdtico), es decir, en la identificacién de los invarfantes de lo esen
clal y permanente que define la totalidad,

Otro hecho comun es [a confusion entre axlomatizacidn y formali-
zacion y a menudo sucede on la ensedanza elemental que docentes,
mal inspirados por sentimientos de falso formalismo, reducen su labor
a la ensefanza rigida de terminologfa y manipulacidn de vocabulario
matemdtico, Ademds, formalizar no es axiomatizar, Se formaliza
crundo se recurre a medios simbolicos proplos de la matemdrica o de
la ldgica, para organizar el discurso matemdtico. Esto no requiere tan
siquiera la presencia de axlomas, Ademds, raras veces se Intenta for-
mallzar un sistema axlomdtico y casl nunca se logra. Al menos en las
ramas mds vitales de la matemdtica, los sistemas de axiomas estdn por
lo general mal formalizados,

Los matemdticos, comdnmente no plensan en términos de un len-

guaje formalizado, ni ello constituye en general, motivo de preocupa:
cién, Las razones que animarfan un proyecto de formalizacién de
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una teorfa matemdtica caen, con seguridad, en dreas de preocupacion
metamatemdtica y suelen corresponder a niveles avanzados de desa-
rrollo de la teorfa,

Hay, por supuesto, por razones de necesidad de sintesis y de eco-
nom(a, una tendencla creclente a adaptar el lenguaje corriente a las ne-
cesidades de la Matemdtica, Esto podria, en cierto sentido, interpre-
tarse como una tendencia hacia su formalizacién, Ahora bien, este &-
pecto resulta delicado a nivel de los adolescentes, pues se corre el ries
go de dotarlos de un lenguaje vaclo de sustancia conceptual matemdtic
ca, no vinculado a las aplicaciones, rigido y acartonado que le aisle de
las Ideas fértiles, EI lenguaje matemdtico (que no el formalizado), de-
be ser ensefado a un ritmo compatible con los ritmos de maduracion
coghoscitiva y especialmente de madurez matemdtica, teniendo el cul-
dado de insertarlo en los procesos de matematizacidn y no en el mar-
co de un proceso “terminologicista per se”,

Insistimos en que ko acrividad matemdtica consiste esenclalmente
en resolver problemas, o mejor ain, en abordar problemas (generarlos
o asumirlos), es decir, proponer o asumir preguntas y organizar recur-
sos y procesos tendientés a buscarle respuestas, y en caso de obtener-
las, calibrar la validez y alcances verdaderos de esas respuestas, asi ¢o-
mo de controlar la aplicacion 3 o extensiones de los resultados, cuan-
do hubiere lugar. Es s6lo un incremento del poder resolutivo de las
interrogantes planteadas, bien por la matemdtica misma, bien por las
otras disciplinas "matematizables", que pueden justificarse las teorras
matemdticas asf como los cursos que pretenden organizar su ensefian-
2,

El funcionamiento coherente y eficiente de los conceptos, no de-
pende necesarlamente del rigor 16gico (axiomatizacién) de la formali-
zacién. El razonamiento necesario a la resolucidn de problemas mifs
que ser el fruto de una tal postura, es principalmente tributario de una
practica mds o menos intensa; de la prictica intersectorial sobre mo-
delos (en el sentido de la ldgica), asf como de la actividad matemati-
zante del sujeto en la construccidn de modelos (en el sentido de las
aplicaciones).

114

Llegamos as a referirnos a esos términos un tanto inasibles de
“matematizable”, “matematizante”, "matematizacién'. En una pri-
mera aproximacion, se entiende por matematizacién esa actividad es-
tructurante que se manifiesta tanto al interior de la matemitica en los
aspectos ya sefalados, como la actividad que conduce a tratar de des:
cribir las leyes que goblernan los procesos en otras dreas de conoci-
miento,

Un sector Importante de esta actividad lo constituye la construc.
cidn de modelos de situaclones fisicas. Se trataria, bdsicamente, de
una representacion necesariamente simplificada de un sistema delavi
da real, elaborada con intencidn descriptiva do estructuras existentes,
con ¢l propésito de comprender y tratar de mejorar su funcionamien«
1o, 0 bien en ¢f caso de situaciones prospectivas, con miras a optimizar
lo realizable,

La complejidad del sistema estd en relacion directa con el ndmero
de variables presentes y esto puede llegar a jugar un rol decisivo en la
naturaleza y validez del modelo a lograr. En la necesidad de analizar
un clerto sector de la realidad convergen los siguientes ingredientes:

Los observables de primer orden, cuyos componentes son captura:
dos segdn el cursn de alguna actividad perceptiva del sujeto y que pue-
den aparecer estructurados en mayor o menor grado por las diversas
formas del lenguaje. Un sistema de elementos y relaciones abstractas
de naturaleza simbdlice. Algunas de estas relaciones constituyen axio-
mas de existencia o relaciones de funclonamiento operativo, que serfa
lo que se conoce de ordinario como el modelo matemdtico. Finalmen-
te un funtor que pone en correspondencia los observables con el mo-
delo.

A estos aspectos se agrega, cuando la complejidad del modelo hace
su tratamiento extremadamente “dif(cil}’ un conjunto de condiciones
simplificadoras en la bisqueda de soluclones aproximadas admisibles.
Asf, se supone a veces que una determinada ley es normal o Polson,
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que un determinado sistema dindmico estd en estado estacionario, que
se decide convertir variables discretas en continuas, o la linealizacidn
de funciones no lineales y finalmente la supresién de posibles restric-
ciones superfluas o redundantes.

Toda la argumentacidn anterior, converge desde distintos dngulos a
plantear ¢l cardcter interdisciplinario de una ensefianza matematica ba,
sada en la resolucion de problemas.

Por todo lo expuesto previamente pensamas que son los problemas
planteados por el funclonamiento de los conceptos, mis que la seguri-
dad de los fundamentos lo que debe gular la ensefanza. En Matemdii.
ca como en toda clencie, los fundamentos son secundarios y por consi-
guiente no pueden constituir la base de la ensefanza. Funclonamiento
en ¢ seno de la matemidtica misma y funcionamiento fuera de la pro-
pia disciplina. Se trata de funcionamiento real a partir de la solucidn
de problemas, pués este es el punto esencial de toda actividad matemd-
tica. Hasido la resolucidn de problemas lo que ha forzado la construc-
cion de teorfas mds 0 menos sofisticadas y han sido los problemas los
que le dan su significacion.
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