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RESUMEN

En este trabajo se muestra, do manera sucinta, como so ha desa-
rrolado la Matemitica a partir de los esfuerzos por resolver los
problemas que ella misma se plantes; por esto, se sostiene que la
resolucion de problemas es une actividad de trascendental impor-
tancla en Matemdtica, no solo porque contribuye al desarrolio de
la misma como clencia sino, ademds, porque posibilita la transfe-
rencia del aprendizaje, mejora la capacidad analitica, increments
la motivacion y contribuye a una mejor comprension de la naturs-
leza do la Matemitica. Ademds de lo anterior, también se estable-
cen cudles son los factores ue deben estar presentes en una deter-
minada situacion para que ésta se convierta en un problema pars
un individuo en particular, Asi, se sostiene que en todo proble-
ma, para que sea tal, deben darse factores objetivos (propios de le
situacion) y factores subjetivos (inherentes al sujeto que debe en-
frentar |a situacion). Se establecen diferencias entre problamas y
ejercicios y, finalmente, se detallan los Modelos de Resolucian de
Problamas mas conocidos (Deway, Polya, Bell).
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La Resolucién de Problemas como Factor de Desarrolio de la
Matemética

La resolucibn de problemas ha jugado un papel fundamental en el
desarrollo de la Matematica; muchas de sus ramas han surgido como con:
sscuencia de la bisqueda de solucion a problemas que han llamado la
atencién de numerosos matematicos de diversas épocas. Mencionaremos
3 continuacibn algunos de los problemas que han tenido singular impor-
tancia para el desarrollo de la matematica.

El Problema de la Triseccién del Angulo

Este problema condujo a importantes descubrimientos matemahcos
an la teorfa de ecuaciones. Dicho problema consiste en dividir un angulo
arbitrario en tres partes iguales usando, solamente, regla y oomptlis; forma
parte de una clase mucho mds amplia de problemas de geometria que in-
volucran la construccion de figuras utilizando Unicamente una reglay un
compés. El problema general se plantea en |0s siguientes términos: (Cud-
les problemas pueden resolverse usando solo regla y compds’.

La solucién general de este problema fue proporcionad_a por ‘Evang
te Galois (1811-1832). E! proceso para llegar a la solucion fue el s
guiente: Cada una de las etapas de un problema a resolver con regla y
compds se reduce a una ecuacion de primero o de sequndo grado y, por
consiguiente, todos los problemas resolubles con reglay compas se redu-
cen @ una ecuacion algebrdica con una incognita cuya solucion implica la
extraccibn de ung cadena de ralces cuadradas, Reciprocamente, si 18 so-
lucibn de un problema geométrico se reduce a |a solucion de una ecus
cibn algebraica de ese tipo, dicho problema puede ser resuelto con regla y
compas; ello es asi porque las raices cuadradas pueden construirse con re-
gla y compés. Entonces, para demostrar que un problema geometrico

puede ser resuelto con regla y compds debe plantearse, en primer lugar,
una ecuacion algebraica equivalente al problema dado (si no es posible
hallar tal ecuacion, entonces el problema no tiene solucién); luego se se-
lecciona el factor irreductible que se halle relacionado con la solucién dal
problema y se determina si este factor irreductible puede ser resuelto por
extraccibn de raices cuadradas, El aporte de Galois consistié en demos-
trar que una ecuacibn puade ser resuelta por extraccidn de ralces cuadra.
das si y sblo si el nimero de las permutaciones que constituyen su grupo
de Galois es una potencia de 2. Un enfoque eminentemente algebraico
de los problemas de construcciones con regla y compas puede verse en
Herstein (1975).

Otro importante desarrollo de la Matemética surgido como conse-
cuencia de Ia resolucion de problemas lo constituye el descubrimiento de
los nOmeros trascendentes.  Estos surgieron a raiz del intento de “cua
drar el circulo”, problema que consiste en construlr con regla y compds
¢l lado de un cuadrado de drea igual a la de un circulo de radio dado.

Los intentos por resolver este problema condujeron a la demostra-
cion de que no existe una ecuacion algebraica que relacione el lado de
dicho cuadrado con el radio del circulo; en otras palabras, el lado de ese
cuadrado mo es expresable en funcién del radio a través de una cadena de
ralces cuadradas.

Los esfuerzos por demaostrar que el Postulado de las Paralelas de
Euclides puede deducirse a partir de los demds postulados condujeron a
un extraordinario desarrollo de la Matemética expresado en el surgimien-
to de las Geometrias no Euclideanas, las cuales estdn (ntimamente asocia-
das 3 los nombres de Riemman, Bolyay y Lobachevski,

Otro problema que mantuvo ocupados durante més de 300 afios a
los mateméticos mds notables de 1odos los pafses fue la resolucion me-
diante radicales de las ecuaciones de grado mayor o igual que cinco. Hoy
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se sabe que este probiema no tiene solucibn; sin embargo, los esfuerzos
que s hicieron al intentar resolverio produjeron significativos desarrollos
en el dlgebra, particularmente en la teoria de |os grupos.

La bisqueda de solucién a problemas tales como: a) hallar |a velo-
cidad, en cualquier instante, de un movimiento no uniforme 0, en gene-
ral, encontrar la velocidad de variacién de una magnitud dada, v b) trazar
una tangente a una curva dada, condujo al desarrolio de los conceptos
fundamentales del calculo diferencial; por otro lado, encontrar el drea de
una figura curvillnea o encontrar la distancia recorrida en un movimiento
no uniforme forman parte del grupo de problemas que condujo al desa-
rrollo de los conceptos bésicos del célculo integral.

Lo dicho anteriormente evidencia el valor que tiene la resolucion de
problemas en Mateméatica. Sin embargo, ademas de esta importancia in-
\rinseca, pueden enumerarse otras razones que justifican el desarrollo de
esta actividad dentro de los estudios mateméticos que se hacen en los di-
ferentes niveles de escolaridad.

Utilidad de 1a Resolucidn de Problemas en Matemitica

Puede afirmarse que la resolucibn de problemas es una apropiada e
importante actividad en las matematicas escolares por Cuanto que. a) las
estratagias generales de resolucibn de problemas aprendidas en las clases
de Matemitica pueden, en clertos casos, ser transferidas y aplicadas a
otras situaciones (Transferencia de Aprendizaje); b) la solucion de pro-
blemas mateméticos puede ayudar a los estudiantes a mejorar su capaci-
dad analitica y a aplicar esta capacidad en diversas situaciones (Mejora-
miento de la Capacidad Analitica); c) la solucibn de problemas en los
cursos de Mateméatica constituye una actividad fascinante para muchos
estudiantes; por ello dicha actividad puede mejorar su motivacion; esto
es, puede hacer que Ia Matemética le resulte mds interesante y d) la reso-
lucion de problemas en el aula puede conducir 3 los estudiantes hacia una
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mejor comprension de |a naturaleza de la Matemética y de la actividad
que levan a cabo los matematicos,

Condiciones qua Deben Darss pars que una Situacion e
Convierta en Problema

Es claro que la resolucidn de problemas es una actividad de mucha
importancia en Matematica; sin embargo, cabe hacerse las interrogantes
siguientes: '

(Qué es un problema’

;Cudndo podemos decir que una determinada situacion
s un problema?

£l término problema tiene diversas acepciones. Puede concebirse
como sindnimo de dificultad; ésta se presanta cuando a alguien se le plan-
tea una interrogants, al tiempo que se le exige una respuesta o solucion,
También puede decirse que un problema constituye una discrepancia en-
tre una situacidn actual observada y una situacion deseada, cuyo alcance
exige la realizacidn de un conjunto de acciones por parte de quien debe
resolver el problema. Desde este punto de vista, en un problema se pue-
den identificar tres elementos fundamentales: a) las condiciones dadas u
obsarvadas; b) las condiciones dessadas o metas; y c) las operaciones que
daben ser ejecutadas para disminuir la discrepancia existents entre las
condiciones deseadas v las observadas, Estos tres elementos constituyen
lo que se denomina Elementos Objetivos del Problema.

Sin embargo, aunque !a presencia de una discrepancia que debe ser
sliminada constituye una condicibn necesaria para que haya un proble-
ma. dicha condicion no es suficlente. El que una situacion particular
constituya o no un problema para una persona dada, depende de la for-
ma en que dicha persona considere tal situacion; esto significa que pars
que una situacibn pueda constituir un problema para un individuo en
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particular se requieren dos componentes: a)’ Un componente objetivo
(el objeto matemético al cual hay que enfrentar); y b) Un componente
subjetivo (la manera como el individuo considere al objeto matematico
con el cual se habria de enfrentar). Las condiciones que deben estar pre-
sentes en un sujeto para que una determinada situacidn constituya un
problema para él se denominan Elementos Subjetivos del Problema; &s10s
son los siguientes: a) el individuo debe tener un objetivo deseado y clara-
mente definido (Objetivo Deseado); b) Cuando el individuo se enfrente
con la situacion, entre él y la solucién del problema se debe presentar
una especie de bloqueo que haga que dicha solucidn no sea inmediata-
mente alcanzable sino que, por el contrario, obligue al sujeto a coordinar
SUS EXPErIeNcias y conocimientos previos y, én algunos cases, su intuicidn
para poder lograr un resultado satisfactorio (Bloqueo entre el Sujeto v la
Solucién) y c) El sujeto debe poseer una capacidad de reflexién tal que le
permita identificar y probar posibles soluciones, con el fin de detarminar
y probar la mas adecuada (Capacidad Reflexiva),

En resumen, puede decirse que un sujeto en particular est ante una
situacion problemética cuando, estando motivado fu obligado por las cir-
cunstancias académicas, personales o vitales) para alcanzar un determina-
do objetivo, se encuentra impedido ¢ frustrado, de modo temporal, para
logrario,  Asl, para que una situacion constituya un problema para una
persona ésta, segiin Bell (1978) debe: estar enterada de la existencia de
la situacién, reconocer que debe ejecutar algin tipo de accion ante ella,
dessar o necesitar actuar, hacerlo y no estar capacitado, al menos en lo
Inmediato, para superar la situacibn,

Diferencias entre Problemas y Ejercicios

De acuerdo con la concepcion que se ha asumido acerca de lo que es
un problema, puede concluirse que muchas de los “problemas’ que apa-
recen al final de los capitulos de los textos escolares o que los docentes
proponen en clase, no son tales. Dichos enunciados son propuestos, fun-
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damentalmente, para reforzar conceptos previamente adquiridos; 1a idea
que subyace en eflos es practicar o ejercitar algin conocimiento o proce
dimiento previamente explicado. Esas situaciones que constituyen sblo
aplicaciones numéricas o graficas, inmediatas y simples, de formulas o
feoremas y cuyo objetivo es adiestrar al alumno en &l manejo de la téeni-
ca de las operaciones y procedimientos de cdlculo o de demostracién, no
constituyen problemas propiamente tales; Taranzos (1959) utiliza el tér-
mino ejercicios para referirise a esas situaciones.

Tanto la realizacién de ejercicios como 1a resolucién de problemas
son dos actividades importantes en el proceso de ensefianza y aprendiza-
je de la Matematica. Sin embargo, los objetivos que se logran con cada
una son muy diferentes; mientras que la ejercitacion es apropiada para el
aprendizaje de hechos y habilidades especificas, la resolucion de proble-
mas permite la adquisicién de enfoques generales que ayudan a enfrentar
situaciones matematicas diversas, posibilitan la realizacibn de descubri-
mientos originales y ayudan a “aprender s aprender’*

Modelos para el Proceso de Resolucion de Problemas

La resolucion de problemas en Matemética es un proceso que re-
quiere cierta dosis de creatividad; por ello, no puede ser concebido un
modelo o algoritmo universal cuyos pasos, en caso de ser seguidos estric-
tamente, garanticen la solucién de todos los problemas, Sin embargo, so-
bre la base de la experiencia acumulada por muchos matematicas y y
"solucionadores” de problemas, algunos autores han esbozado “‘mode-
los” que, en lineas generales, pueden ayudar en la resolucibn de proble-
mas,

Entre los més conocidos Modelos para el Proceso de Resolucion de
Problemas estdn: a) Modelo del Pensamiento Reflexivo de Dewey: b)
Modelo de Resolucién de Problemas de Polya y c) Modelo General de
Resolucién de Problemas de Bell.
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A continuacion se detailan las fases de cada uno de los tres Modelos
anteriormente mencionados

Fases del Proceso de Resolucién de Problemas segin Dewey

Este autor considera que la solucibn de un problema implica: a)
Definir el problema; b) Considerar las condiciones que envuelve &l pro-
blema; ¢) Formular hipbtesis para la posible solucion del problema; d)
Considerar el valor probable de las diferentes hipdtesis y, e) Decidir en
relacion a cudl es la mejor idea para s solucién del problema,

Modelo de Resolucidbn de Problema de Polya

La obra de Polya (1975) constituye un clésico en &l drea de la solu-
cion de problemas; este autor propone una serie pormenarizada de pre-
guntas, convenientemente formuladas, que dirigen la accion de quien se
anfrenta @ un problema, con el fin de ayudarlo a eliminar la discrepancia
entre el objeto del problemay la solucion de éste. Polya divide en varias
fases el proceso de solucidon de un problema y, dentro de cada una de és-.
tas, sugiere un cuerpo de interrogantes. De seguidas se presenta el titulo
de cada fase y sus respectivas preguntas.

Primera Fase: Entender ¢l Problema

¢Cudl es la incognita?, {cudles son los datos?, cudl es la condicién?.
ies posible satisfacer la condicién?, ¢a condicibn es suficiente para de-
terminar |a incognita?, les insuficiente?, es redundante?, les contradic-
toria?, dibuje una figura, use notacibn adecuada, separe las diferentes
partes de la condicidn, {puede usted escribirla en sus propias palabras?,
Segunde Fase: Elaborar un Plan

¢Ha visto usted un problema semejante?, ¢ha visto usted el proble-
ma planteado en forma un poco diferente?, {conoce algin teorema que
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le pueda ser (1il?, (conoce usted un problema relacionado?, si existe un
problema relacionado con el suyo que haya sido resuelto, épodria usted
utilizarlo?, ¢odria usted utilizar su resultado o su método?, inecesita
usted introducir algin elemento auxiliar para utilizar su método?, épo-
dria enunciar el problema en forma distinta?, Zpodria plantearlo en otra
forma?, si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver pri-
mero alguno similar; {puede usted imaginarse un problem andlogo pero
més accesible 0 uno mas general 0 uno més particular?, {puede resolver
una parte del problema?, considere sdlo una parte de la cbndicibn, des-
carte la otra, één qué medida queda la incognita determinads, en qué for-
ma puede variar?, (puede usted cambiar la incognita, los datos o ambos
si es necesario, de forma tal que la nueva incognita y los nuevos datos es-
tén mds cercanos entre si?, ¢ha empleado todos los datos?, étoda la con-

dicion?, ¢ha considerado todas las nociones esenciales concernientes al
problema?,

Tercera Fase: Ejecutar el Plan

Comprobar cada uno de los pasos; ¢puede usted demostrar que cada
paso dado es correcto?.

Cuarta Fase: Volver Atrds

{Puede comprobar el resultado, el razonamiento?, Puede obtener
el resultado en forma diferente?, {puede verse inmediatamente?, {puede
usarse el mérodo?, {puede usarse el resultado en algin otro problema?.

Modelo General de Resolucidbn de Problemas de Bell

Este Modelo estd enmarcado dentro de la | inea propuesta por Polya,
Bell también divide en pasos el proceso de resolucidon de un problema y
sugiere, en cada uno de &stos, un conjunto de técnicas o estrategias cuya
implementacién, potencialmente, conduce a la solucién, Los pasos del
Modelo de Bell, as/ como su caracterizacibn son mostrados a continua-*
cion,
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Paso 1: Prasentsr el Problems en Forma Geneial

£ problema no debe ser planteado en una forma explicita sino de
forma tal que estimule el pensamiento creativo y divergente y asi el estu-
diante o el potencial solucionador del problema pueda descubrirlo o per-
catarse de su existencia. Algunas de las sugerencias que Bell hace para
encontrar problemas en Matemdtica son las siguientes: a) Observar mo-
dalos; b) Buscar relaciones; ¢} Observar correspondencias; s decir, tratar
de encontrar similitudes entre diferentes objetos mateméticos; d) Tratar
da encontrar variaciones en los problemas que ya han sido resueltos; €)
Tratar de establecer generalizaciones y, f) Buscar propiedades comunes
en diferentes problemas,

Paso 2: Reformular o Problema an Forma Operacional

Este paso consiste én reenunciar el problema en una forma mas ac-
cesible, estableciéndolo en otros términos a fin de incrementar las opor-
whidades de encontrar un método para resolverlo; El propio Bell sugle-
re las siguientes preguntas para ayudar a la reformulacion de un proble-
ma: tiene sentido este problema?, dvale Ia pena o es interesante este
problema?, éentiende usted este problema?, 'iqué significa el problema?,
les este problema muy general?, quées lo conocido?, équé es lo desco-
nocida?, existe suficiente informacién en este enunciado del problema?,
{puede ser establecido el problema de una manera maés significativa?,
épuede el problema ser dividido en varios subproblemas?.

Paso 3: Formular Hipdtesis y Procedimientos Alternativos para Atacar
ol Problema

En este paso de lo que se trata es de buscar enfoques que probable-
mente conduzcan a la solucién del problema. Para esta blsqueda de es-
trategias y enfoques que permitan atacar el problema, el sujeto debe pre-
guntarsa: {qué es lo dado, es decir, qué conocemos?, (queé debe ser en-
contrado?, lqué actividades pueden proporcionar nueva informacion?,

256

{qué especulaciones parecen ser razonables?, ¢qué procedimientos pue-
den ser usados para probar o desaprobar conjeturas?.

Paso 4: Probar las Hip6tasis y Llevar a Cabo Procedimientos que Permi-
tan Obtener una Solucion o Conjunto de Soluciones

Esta es la etapa crucial segin el Modelo de Bell, porque es durante
ésta cuando, realmente se resuelve el problema o se aprueban o rechazan
las conjeturas que el solucionador se haya planteado en tomo al proble-
ma. Las técnicas que Bell propone para desarrollar este paso coinciden
con las sugeridas por Polya, pero este Gltimo las ha propuesto en fases di-
ferentes. Asi, entre las técnicas sugeridas por Bell para darle alguna di-
reccion al proceso general de resolucion de problemas estdn: a) Aseglre-
se de que usted conoce la definicibn correcta de cada uno de Jos concep-
tos que son usados en el enunciado del problema; b) Aseglrese de que
usted comprende el problema; c) Trate de recordar si usted ha resueito
ya un problema similar; d) Tome en cuenta que es posible que la resolu-
cién del problema para un caso particular puede indicarle algin procedi-
miento vélido para el caso general; ) También puede ocurrir que al resol-
ver un problema mds general,'el problema que usted esté considerando
quede como un caso particular; f) Aseglirese de que usted no ha dejado
de tomar en cuenta alguna parte de la informacion dada que podria ser
usada para resolver el problema; g) Observe lds implicaciones directas en
la informacién dada que podrian proporcionar informacion adicional; h)
Trate de comenzar en el medio y trabajar en ambas direcciones o comen-
zar con la solucion deseada y trabajar hacia la informacion dada; i) Trate
de descomponer el problema en partes relacionadas y resuelva cada parte
separadamente; j) Trate de escribir el problema en una secuencia ordena-
da de problemas més sencillos; k) Considere la posibilidad de usar técni-
cas de otras ramas de estudio para resolver el problema; 1) Trate de locali-
zar fuentes adicionales que contengan infarmacién que pueda ser (til en
Iz solucibn del problema; m) Si el problema es demostrar un teorema,
trate de dibujar una figura o considere el uso de construcciones auxilia-
res; n) Vea qué conclusiones pueden ser sacadas de ia informacin dada

257



e RA——

ain cuando parezca que no tienen relacion ton la solucion que se estd

tratando de encontrar; 1) Agregue alguna condicion adicional al proble-

ma que pueda restringirlo y, a la vez, hacerlo més facil; o) Tome el enfo-

que opuesto y trate de probar que el problema no tiene solucién; p) Dis

cuta el problema con otras personas; q) Deje el problema por un tiempo

y pongase a hacer otra cosa; r) Tenga cuidado de no desarrollar un circulo
vicioso y plantear una estrategia que no conduzca a nada; pero, no des-

carte una estrategia muy rapidamente

Paso 5: Analizar y Evaluar las Soluciones, las Estrategias Usadas para
Obtenerlas y los Métodos que Condujeron al Descubrimiento de Estrate-
gias para Resolver el Problema.

En este paso se pretande analizar y evaluar el método empleado pa-
ra resolver el problema con el fin de determinar cuén eficiente es, S pue-
de ser mejorado © no y si puede ser aplicado & alguna clase general de
problemas. El solucionador del problema evali:a tanto la solucién como
el proceso para alcanzarla, haciéndose preguntas tales como, {es correcta
la solucibn?, écbmo chequed usted su resultado?, si existen soluciones
alternativas, ¢es alguna de ellas més apropiada que las otras  existen
otras formas de resolver el problema?, dos argumentos empleados para
obtener la solucién, son vélidos?, {gué formas especificas de argumenta-
cidn fueron empleadas?, s usted alguna forma de argumentacidn no
familiar que pueda ser Gtil en la solucion de otros problemas?, ésu estrate-
gia para resolver este problema puede ser empleada para resolver otros
problemas del mismo tipo?, {puede usted usar la misma estrategia para
resolver problemas relacionados?, ¢qué aprendid usted acerca de la reso-
lucién de problemas en general como consecuencia de la resolucion de es-
te problema particular? iqué dificultades particulares encontrd usted re-
solviendo este problema y como puede evitarlas en el futuro?, {intentd
usted usar una estrategia que probd no ser (til?,
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