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Resumen

Este articulo es parte de una investigacion que se dedica a explorar elementos de la historia de
las matematicas para la ensefianza, el recurso enumerado es el instrumento jacente no plano de
Pedro Nunes (1502-1578) con miras a sefialar aportes a la ensefianza del conocimiento
geométrico. Aqui, se dedica en particular a presentar los principales resultados de una accién
formativa donde se discutié el concepto de paralelismo entre planos movilizados en el uso del
instrumento jacente no plano con estudiantes de pregrado en Matematicas. El estudio conté con
el aporte de un enfoque de investigacion cualitativa y la accion formativa se sustenta en la
Actividad de Orientacién Docente (AOE). Los resultados muestran el potencial del instrumento
jacente no plano para desencadenar discusiones sobre el concepto de paralelismo entre planos,
las discusiones, a su vez, emergen como un espacio para que los estudiantes signifiquen y / o
resignifiquen dialdgicamente la forma en que conceptualizan el paralelismo de objetos entre
planos.

Palabras clave: Formacion inicial para profesores de matematicas. Paralelismo entre planos.
Instrumento jacente no plano. Interfaz entre historia y educacién matematica.

O CONCEITO DE PARALELISMO ENTRE PLANOS SINTETIZADO NO
INSTRUMENTO JACENTE NO PLANO NA FORMACAO INICIAL DE
PROFESSORES DE MATEMATICA

Resumo
Este artigo é parte de uma pesquisa que se dedica a explorar elementos da histria da matematica
para 0 ensino, o recurso elencado é o instrumento nautico jacente no plano de Pedro Nunes
(1502-1578) com vista a apontar contributos para o ensino de conhecimentos geométricos. Aqui,
dedica-se em particular a apresentar os principais resultados de uma ac¢do formativa onde foi
discutido junto a estudantes da licenciatura em matematica o conceito de paralelismo entre
planos mobilizado no uso do instrumento jacente no plano. O estudo foi sustentado sob o aporte
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de uma abordagem qualitativa de pesquisa e a acdo formativa ¢ fundamentada a luz da Atividade
Orientadora de Ensino (AOE). Os resultados evidenciam o potencial do instrumento jacente no
plano em desencadear discussdes sobre o conceito de paralelismo entre planos, as discussoes,
por sua vez, emergem como um espaco para os discentes dialogicamente significarem e/ou
ressignificarem a forma como conceituam o objeto paralelismo entre planos.

Palavras chave: Formac&o inicial de professores de matemaética. Paralelismo entre planos.
Instrumento jacente no plano. Interface entre histdria e ensino de matematica.

THE CONCEPT OF PARALLELISM BETWEEN PLANS SYNTHESIZED IN THE A
NEW INSTRUMENT TO FIND THE ALTITUDE OF SUN IN THE INITIAL
FORMATION OF MATHEMATICS TEACHERS

Abstract

This article is part of a research that is dedicated to exploring elements of the history of
mathematics for teaching, the resource listed is the nautical instrument to find the altitude of sun
by Pedro Nunes (1502-1578) with a view to pointing out contributions to the teaching of
geometric knowledge. Here, it is dedicated in particular to presenting the main results of a
training action where the concept of parallelism between planes mobilized in the use of the
instrument to find the altitude of sun was discussed with undergraduate students in mathematics.
The study was supported by the contribution of a qualitative research approach and the training
action is based on the Teaching Guidance Activity (AOE). The results show the instrument to
find the altitude of sun potential to trigger discussions on the concept of parallelism between
planes. The discussions, in turn, emerge as a space for students to dialogically signify and/or re-
signify the way they conceptualize the object parallelism between planes.

Keywords: Initial mathematics teacher training. Parallelism between plans. A new instrument
to find the altitude of sun. Interface between history and mathematics teaching.

Introducéo

Este estudo se insere em um projeto ambicioso, em que educadores matematicos
procuram construir interface entre a area de historia da matematica e a de educacdo matematica
a partir de uma perspectiva historiografica atualizada. Do didlogo entre esses dois campos de
investigacdo, vislumbra-se que o professor possa refletir acerca do processo histérico da
construcdo do conhecimento matematico, acdo essa que o possibilitard contextualizar,
compreender e explorar conceitos de matematica a serem trabalhados em sala de aula (SAITO,
DIAS, 2013, PEREIRA, SAITO, 2018, 2019a).

Essa tentativa de construgdo de interface entre historia e ensino de matematica, quando
considerada como alternativa de trabalho na formagé&o inicial de professores, nota-se que ela vai
ao encontro das diretrizes exposta na Resolugdo CNE/CP n° 2, de 20 de dezembro de 2019,

BNC-formagdo. Uma das potencialidades dessa proposta é possibilitar aos discentes
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“compreender e utilizar os conhecimentos historicamente construidos para poder ensinar a
realidade com engajamento na aprendizagem do estudante e na sua propria aprendizagem [...]”
(BRASIL, 2019, p. 13).

Nessa direcdo, aqui, parte-se do campo da educacdo matematica, tendo como intencéo
trazer contributos para o ensino de conhecimentos geométricos, visto que, atualmente ainda se
tem resquicios do esvaziamento de acdes e propostas observados desde o movimento da
matematica moderna (PAVANELLO, 1993, BARROS, 2017). No caso de professores em
formacéo inicial, sabe-se que os conhecimentos prévios que eles detém sobre conceitos basicos
de geometria ainda séo considerados insatisfatorios (SANTOS, 2018).

Diante desse cenario, aqui se busca favorecer de alguma forma o ensino de
conhecimentos geométricos, em especifico, tem-se como objetivo apresentar os principais
resultados de uma acdo formativa onde foi discutido junto a futuros professores de matematica,
no momento em formacéo inicial (estudantes da Licenciatura em Matematica) o conceito de
paralelismo entre planos mobilizado no uso do instrumento jacente no plano de Pedro Nunes
(1502-1578). Com eles, espera-se que os docentes possam pensar aces que fomentem a
formacdo ampla e solida dos licenciandos em matematica.

O instrumento jacente no plano foi o recurso da histéria selecionado para construir a
interface, isso ja ap6s uma aproximacao inicial com alguns tratados antigos. Sua descricdo foi
observada em De arte atque ratione navigandi (2008), edicdo moderna da obra de Pedro Nunes
publicada em 1573. O texto do matematico quinhentista deixa claro que a finalidade do aparato
é determinar a altura do Sol acima do horizonte. Ao tratar sobre questdes relacionadas ao uso
do instrumento, notou-se que a necessidade de posicionar o aparato jacente ao plano do
horizonte, possivelmente tinha sintetizado o conceito de paralelismo entre planos presente no
curriculo atual de muitos dos cursos de Licenciatura em Matematica, oferecidos no cenario
brasileiro, a exemplo, no da Universidade Estadual do Ceara.

O que favoreceu o estudo do instrumento jacente no plano foram os esforcos de
historiadores portugueses em discutir e comentar os trabalhos de Pedro Nunes e ainda a
publicacdo das Obras de Pedro Nunes, feita em parceria pela fundagdo Calouste Gulbenkin e a
Academia das Ciéncias de Lisboa, onde as obras que estavam em latim ganharam traducéo para
0 portugués. Além da obra De arte atque ratione navigandi (2008), essas fontes secundarias
também forneceram subsidios e informagdes para contextualizar e compreender o referido

aparato.
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O instrumento jacente no plano

Em 1573 Pedro Nunes publica De arte atque ratione navigandi, nela ele trata sobre
alguns temas voltados & navegacao a partir de principios matematicos (LEITAO, 2006). Dentre
suas contribuicGes, pode-se observar a proposta do instrumento jacente no plano, descrita no
sexto capitulo do segundo livro Sobre as regras e 0s instrumentos para descobrir as aparéncias
das coisas tanto maritimas como celestes, partindo das ciéncias mateméticas. O quinhentista

da inicio a descricdo do aparato, com 0 seguinte excerto:

A altura do Sol pode tomar-se ndo s6 com instrumentos erectis sobre o plano do
horizonte como também usando instrumentos que estdo jacentes, paralelos a esse
plano. Divida-se, entdo, uma tabua circular abcd em 360 graus, como é costume,
colocando-a paralela ao horizonte e fabrique-se, num material duro, um triangulo
rectangulo e isosceles fgh, de modo que os lados fg e gh fagam um angulo recto e
sejam iguais ao semididmetro do circulo tracado. Cologue-se entdo esse tridngulo
perpendicularmente a tdbua circular, de tal modo que o lado gh se ajuste perfeitamente
a ae, semididmetro do circulo, isto &, que fique g com a, e h com e; por conseguinte o
ponto f ficard para cima. Coloque-se também um estilete perpendicularmente ao plano,
em qualquer ponto do didmetro bd (NUNES, 2008, p. 358).

Em relacdo a constru¢do do instrumento jacente no plano, nota-se que até ai, o
cosmografo-mor, expde elementos da construcao do aparato para uma versdo na tabua circular,
na sequéncia de sua descri¢do que vai até parte da pagina 360, ele instrui os procedimentos para
uso do instrumento. Além dessa configuracdo na tabua circular ele ainda propde outra, agora
para uma tabua quadrada, a qual ainda pode ter duas variagbes distintas (LEITAO, 2008;
CANAS, 2011; OLIVEIRA, 2019; OLIVEIRA; PEREIRA, 2019, 2020).

Cabe destacar que Pedro Nunes ndo apresenta uma figura/imagem do instrumento fisico,
0 que expbe é apenas um esboco geométrico. Dentre as tentativas de reconstru¢do do

instrumento, tém-se as seguintes réplicas modernas:

Figura 1 — Da direita para a esquerda: instrumento jacente no plano de Oliveira (2019) e
aparato presente no museu da Marinha de Portugal

Fonte: Dados da pesquisa (2019)
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Cabe destacar que essas réplicas possuem algumas diferencas, como por exemplo, na do
museu da marinha, tem-se a incorpora¢do de uma bussola e a graduacdo apenas de um
semicirculo da circunferéncia. Por ndo ser o foco neste estudo, ndo sera feita uma discusséo
nesse sentido, entretanto destaca-se que essas discrepancias possivelmente estejam associadas a
perspectiva historiogréfica assumida pelo fabricante. Dentre elas, encontra-se a vertente
tradicional e a atualizada (SAITO, 2015), sabe-se que Oliveira (2019) orientou sua construcao
a luz de uma perspectiva historiogréafica atualizada, por tanto, teve que seguir rigorosamente as
instrucdes de Nunes (2008).

No que se refere ao uso do instrumento jacente no plano, verifica-se que é apresentado
como alternativa para encontrar a altura do Sol acima do horizonte. No século X V1, periodo de
elaboracdo do aparato, essa altura era usada em processos ligados a determinacao da latitude,
coordenada que favorecia na localizacdo dos navios (COSTA, 1960, OLIVEIRA; PEREIRA,
2019, 2020).

Para utilizar o aparato, Pedro Nunes instrui que se deve rodar a tabua do instrumento
“até que a sombra do estilete se projecte sobre a recta bd. Entdo, a sombra do lado fh, ou fe, no
quadrante ab, indicara a altura procurada, calculada a partir do ponto b na direc¢do de a”
(NUNES, 2008, p. 358). Como se verifica, 0 mateméatico ndo apresenta detalhes sobre os
procedimentos para uso do aparato, por exemplo, ele ndo menciona como se deve proceder para
por a tdbua do instrumento de forma jacente ao plano do horizonte.

N&o se tem qualquer registro que aponte que o instrumento jacente no plano foi utilizado
na prética da navegacdo quinhentista. O que se sabe é que foi trabalhado em aulas tedricas, em
que se discutiam questBes de nautica para o treino de navegantes. A exemplo, nas licGes de Jodo
Baptista Lavanha (c. 1550 — 1624), descritas em seu Tratado del arte de navegar (1588) e na
descricdo em uma Arte de Navegar do século XVII, que se trata de um manuscrito presente na
Biblioteca Publica de Evora - BPE, conhecido por Cédice 27 do fundo Manizola (LEITAO,
2008, CANAS, 2011).

Jodo Baptista Lavanha ministrava suas licbes a homens da corte na Academia de
matematicas em Madrid (CANAS, 2011). Esse, assim como o registro presente na BPE
sinalizam a possibilidade de discutir questdes relacionadas ao instrumento jacente no plano em
sala de aula da Licenciatura em Matematica, em aulas que os docentes proponham discutir

questdes tedricas e/ou praticas do conhecimento matematico. Com vistas ao ensino de

436 Revista Paradigma, Vol. XLIII, Nro. 2, julio de 2022 / 432 - 452



El concepto de paralelismo entre planos sintetizados en el instrumento jacente no plano...

matematica, o potencial do aparato ainda se acentua, pois em sua descri¢cdo Pedro Nunes ainda
utiliza proposigdes e defini¢cdes dos Elementos de Euclides para sustentar a validade do aparato.

Aspectos metodoldgicos

A pesquisa é realizada sob o aporte de uma abordagem qualitativa de pesquisa. Sobre
essa postura investigativa em educacdo, sabe-se, por exemplo, que indica ao pesquisador o
contato direto com a situacdo de estudo, que se deve dar relevancia ao significado que os
participantes atribuem as coisas mobilizadas durante o percurso e que se deve dar maior
importancia ao processo do que propriamente ao produto elaborado pelos sujeitos (LUDKE,
ANDRE, 2013).

A acdo formativa foi pensada a partir dos pressupostos da atividade orientadora de ensino
sustentada por Moura (1997, et al., 2010), a qual tem seus fundamentos na teoria histérico-

cultural e na teoria da atividade de Alexei Leontiev. Essa proposta:

[...] mantém a estrutura de atividade proposta por Leontiev ao indicar uma necessidade
(apropriacédo da cultura), um motivo real (apropriagdo do conhecimento historicamente
acumulado), objetivos (ensinar e aprender) e propde acbes que considerem as
condicOes objetivas da institui¢do escolar (MOURA et al., 2010, p. 217).

Nesse sentido, a necessidade se mantém atrelada a objetos do conhecimento a serem
apropriados, os quais recebem influéncia da cultura e das praticas sociais. Por sua vez, 0 motivo
esta associado a aquisicdo/apropriacdo de conceitos teodricos. Os objetivos correspondem
justamente as ac¢Oes educativas de ensinar e aprender, em que estdo englobadas operacGes
praticas que conduzam ao ensino e aprendizagem e ao desenvolvimento da atividade. A

atividade orientadora de ensino:

[...] constitui-se em um modo geral de organizacdo do ensino, em que seu contetido
principal é o conhecimento tedrico e seu objeto é a constitui¢do do pensamento teérico
do individuo no movimento de apropriagdo do conhecimento. Assim, o professor, ao
organizar as agdes que objetivam o ensinar, também requalifica seus conhecimentos,
e é esse processo que caracteriza a AOE como unidade de formacéo do professor e do
estudante (MOURA, 1996, 2001, apud MOURA et al., 2010, p. 221).

Nessa logica, o conhecimento tedrico de professores e estudantes se coloca em um
processo constante de elaboracio. A medida que esses sujeitos avancam no pensamento tedrico
0 movimento de apropriagdo dos conhecimentos vai incorporando e/ou ressignificando
significados ao conhecimento tedrico em estudo na atividade.

A luz da proposta de construgdo de interface entre historia e ensino a organizacéo da

atividade aqui exposta, contemplou as etapas de intencionalidade e plano de agéo, tratamento
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didatico e desenvolvimento da atividade (SAITO, DIAS, 2013, PEREIRA, SAITO, 2018,
2019a). A coleta dos dados se deu mediante gravacOes de dudios e videos, observacdes,
producdo de relatorios e fotografias. Para a andlise, é dado espaco a: unidades de analise;
conexdes e interconexdes entre elementos da atividade; e manifestacdes dos estudantes quanto
aos motivos, acoes e operagOes realizadas (PANOSSIAN et al. 2017; MOURA, et al., 2010,
MOURA et al., 2016). Ainda como forma de orientar a anélise e pensar a formac&o inicial de
professores, aqui se toma como referéncias as sete categorias de conhecimentos listadas por
Shulman (2014).

O publico da atividade foram 12 estudantes brasileiros da Licenciatura em Matematica,
ambos em formac&o inicial na Universidade Estadual do Ceard — UECE, localizada na cidade
de Fortaleza no Estado do Ceara. Eles foram distribuidos em quatro grupos: fizeram parte do
primeiro a aluna 1, aluna 2, e o aluno 3; no segundo estiveram o aluno 4, a aluna 5 e o aluno 6;
o terceiro foi composto pela aluna 7, aluna 8 e o0 aluno 9; e no quarto grupo estivem a aluna 10,
0 aluno 11 e o aluno 12. Esses sdo os codinomes dados aos participantes durante a discussao a
seguir. Foram responsaveis pelo desenvolvimento da atividade o professor/pesquisador e uma
professora/observadora, a qual teve como funcéo auxiliar no andamento e discussdo da acao

formativa.

Desenvolvimento da acdo

Da etapa de intencionalidade e plano de acdo, cabe destacar que a acdo formativa se
desenvolveu no formato de um curso de extensdo universitario, com um total de 20 horas- aulas
de 50 minutos, divididas em trés encontros que ocorreram simultaneamente nos dias 01, 02 e 03
de agosto de 2019. Nos dois primeiros encontros, os discentes tiveram como atividade conhecer
as partes do instrumento jacente no plano e compreender a fungdo delas na logica de construgéo
e de funcionamento do aparato. Nesses momentos, assim como no terceiro dia de curso, 0s
estudantes receberam o texto de descri¢cdo do instrumento e foram solicitados a listarem os
conhecimentos geometricos mobilizados e as questdes de ordem matematica elucidadas.

Aqui, discute-se em particular o terceiro dia de curso, em que os discentes tiveram como
tarefa determinar a altura do Sol acima do horizonte a partir do instrumento jacente no plano,
visto que essa tarefa foi o que levou os participantes a mobilizarem o conceito de paralelismo
entre planos. Essa Ultima etapa da agdo formativa ocorreu na sala de aula (LAbMAEN/UECE)

e na praca da rotatoria da UECE.
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Fonte: Dado; a emsa (2

Como a finalidade do instrumento é determinar a altura do Sol acima do horizonte, para
que os alunos pudessem usar o instrumento na pratica foi necessario recorrer a praca da rotatéria
da UECE como um espaco de estudo dentro da atividade. Na sala de aula foram dadas algumas
orientagOes aos discentes, assim como um cartdo de recursos com a descri¢do do instrumento
jacente no plano e outros elementos de ordem material.

Antes de fornecer aos discentes a descricao do instrumento jacente no plano exposta por
Nunes (2008) como um dos recursos para a atividade, fez-se um tratamento didatico. Nesse
momento, sob a episteme do século XVI, apresentam-se o conceito de zénite, de estilete e de
gnémon termos ndo muito usuais na modernidade. E feita essa incorporagdo para favorecer a
compreensdo e interpretacdo do texto.

Quanto aos outros recursos de ordem material fornecidos, ambos foram disponibilizados
na mesa de recursos (figura 3).

Figura 3 — Recursos disponibilizados para a situacéo de uso do instrumento jacente no plano

Bl TS
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)
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Estavam presentes nessa mesa de recursos: réplicas do instrumento jacente no plano;
barbantes; garrafa com agua; mangueira para agua; esquadros; fios de prumo; compasso; e nivel
de bolha. Munidos de uma réplica do instrumento e de alguns desses recursos, cada grupo foi
conduzido a praga da rotatoria da UECE para determinar a altura do Sol acima do horizonte.

Como ja apontado anteriormente, a tarefa central solicitada aos licenciandos foi
determinar a altura do Sol acima do horizonte usando o instrumento jacente no plano. Outras
tarefas estiveram envolvidas, tais como, em um primeiro momento posicionar a tdbua do
instrumento de forma que ficasse paralela ao plano do horizonte e posteriormente ler na
circunferéncia graduada do instrumento a altura do astro. Apos a realizacdo da referida medida,
ja na sala de aula (LAbMAEN/UECE), as tarefas atribuidas aos estudantes foram expor as
estratégias utilizadas durante a situacdo pratica de uso e listar os conhecimentos geométricos

mobilizados.

Resultados
Na praca da rotatoria da UECE, a primeira agdo dos grupos foi tentar posicionar o
instrumento jacente no plano para encontrar a altura do Sol (figura 4).

Figura 4 — Posicionamento do instrumento jacente no plano com o auxilio das méos
Y i » w

. g %l ol

Fonte: Dados da pesquisa Grupo 2 (2019)
Como se pode observar nessa imagem, a qual ilustra participantes do grupo 2, 0s

estudantes tentaram posicionar o aparato mantendo a tabua do instrumento paralela ao plano do

horizonte com o auxilio das méos, 0 mesmo procedimento foi feito pelos demais grupos de

participantes. Ao serem indagados sobre a validade dessa estratégia, destacam que nédo era

possivel assegurar que a tabua estava posicionada corretamente, pois as maos podem modificar
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constantemente o posicionamento da tdbua. Na dire¢do de encontrar uma outra estratégia, foi
solicitado que fizessem uma nova leitura na descri¢do do aparato apresentada por Pedro Nunes,

a partir dela surge o seguinte questionamento:

Aluna 7: Aluna 8 o que é horizonte? [...]

Aluna 8: Para mim o horizonte estd & minha frente. [...]

Aluna 7: O final de tudo que eu vejo eu defino como horizonte. [...]

Aluna 8: Eu posso tipo dizer que, onde a gente esta a gente esta num plano horizontal,
certo!

Professor: Certo!

Aluna 8: E se a gente esta com esse instrumento e ele esta aqui ele é o segundo plano, ele

é um plano, ok. Entdo esse plano esta paralelo a esse plano. [...] A gente ja entendeu quase tudo,
a gente s6 ndo esta conseguindo raciocinar essa parte de como garantir que ele vai estar
paralelo ao plano que a gente esta (GRUPO 3, 2019).

Neste momento as estudantes estdo atribuindo significado ao conceito de horizonte. Em
fontes secundarias do século XVI, em particular, no Tratado da Sphera (1537), de autoria de
Pedro Nunes, observa-se que “horizonte ¢ o circulo maior que separa a parte visivel do mundo
da que se ndo vé, pois um hemisfério esta acima da terra, o outro debaixo da terra, sendo um
mesmo hemisfério e metade da esfera” (NUNES, 2002, p. 213). Os discentes sentiram a
necessidade de conceitué-lo, isso como forma de pensar o que deve ser feito para que o plano
do horizonte esteja paralelo ao plano representado pela tabua do instrumento jacente no plano.
Orientados a tomar como base conceitos da geometria para a resposta, as discentes foram
indagadas como se pode garantir que dois planos estejam paralelos. Em resposta, afirmam que
“para os planos estarem paralelos uma condi¢do ¢ ndo ter nenhuma reta em comum, e qual € a
outra condi¢do que tu falou Aluna 7? Por sua vez, a aluna 7 indaga “Nao ¢ essa s6 nao? Planos
paralelos ndo contém reta em comum, ou pontos em comum”.

Este didlogo, ilustra a negociacdo de sentidos entre as alunas na direcdo de atribuir
significado ao objeto paralelismo entre planos. Na modernidade, é comum observar em livros

de matematica que:

Dois planos sdo paralelos se, e somente se, um deles é paralelo a duas retas
concorrentes do outro (alternativamente, dois planos distintos sdo paralelos se, e
somente se, um deles contém duas retas concorrentes respectivamente paralelas a duas
retas do outro) (LIMA, et al. 2016, p. 167).

Diante desta definigdo, nota-se que o destacado pelas discentes mesmo de forma trivial
e insuficiente, mas ainda assim estd de acordo com o conceito de paralelismo entre planos.
Outros significados a esse conceito ainda foram sendo atribuidos no decorrer da atividade, como

a estratégia de posicionar a tdbua do instrumento paralela ao plano do horizonte com o auxilio
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das méos foi descartada pelos discentes, passaram a propor novas alternativas. Para tanto, ambos
tomaram como referéncia o fato de que: “[...] o horizonte que a gente viu ¢é invisivel, ndo teria
como sustentar uma base em baixo. A ndo ser que a gente fizesse um formato no meio, para
representar como se fosse um plano” (ALUNA 7, 2019). Mesmo a luz dessa orientagdo, ¢
possivel ver formas distintas de posicionar a tdbua (figura 5).

Figura 5 — Da direita para a esquerda: posicionamento do instrumento jacente no plano pelos
grupos GRUPO 4, GRUPO 3, GRUPO 2 e GRUPO 1
= il - e

-

-
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)

O grupo 1 recorreu ao uso de um suporte(tijolo) para sustentar a tabua do instrumento.
Complementando, a estratégia, ainda usaram um nivel de bolhas, com o auxilio desse outro
aparato, destacam que bastaria “ajustar de forma suficiente que a bolinha fique no centro, eu
vou conseguir fazer com que fique nivelado, entendeu! Que € isso que eu preciso, que 0 meu
plano esse plano aqui quadrado fique nivelado com o horizonte” (ALUNA 1, 2019). Um dos
discentes, destaca que a partir dessa estratégia “no mar ndo tem como ficar plano” (ALUNA 2,
2019). Essa proposta, vai ao encontro do observado na obra De arte atque ratione navigandi
(2008), em que, no inicio do sexto capitulo do segundo livro Nunes (2008) deixa claro que 0s
antigos astronomos “colocavam todos os instrumentos com que observavam os astros sobre uma
superficie nivelada com o horizonte. Desse modo, a linha de prumo do instrumento nao se
desviava para nenhum lado” (NUNES, 2008, p. 356). Nesse sentido, a validade dessa estratégia
do grupo 1, esta condicionada a necessidade do suporte(tijolo) j& se encontrar nivelada com o
horizonte.

Por sua vez, 0 grupo 2, recorreu ao uso de barbantes para suspender o instrumento jacente
no plano e ao nivel de bolhas para aferir o nivelamento da tabua. O artificio dos barbantes, foi
prender em cada vértice da tdbua um corddo, posteriormente buscaram ajustar o comprimento

de tal modo que ambos tivessem tamanhos iguais, e assim a tabua ficasse suspensa.
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O grupo 3 e o grupo 4, procuraram garantir o paralelismo entre a tabua e o plano do
horizonte a partir do uso de fios de prumos. Esse aparato entra em cena, depois do seguinte

dialogo:
Aluna 7: O que, que dois planos precisam para serem paralelos? [...]. J& sei, eu pensei
aleatoriamente aqui, talvez seja assim, a distancia de um plano tem que ser igual a distancia do
outro lado.
Professor: Concorda com ela Aluna 8, se essas distancias forem iguais vai estar paralelo?
Aluna 8: S6 ndo sei como medir essas distancias, garantir que elas sejam. Tipo no nosso

caso que a gente esta trabalhando com esse horizonte que a gente ndo tem como de certa forma
mensurar, digamos assim. [...]

Aluna 7: Se eles tivessem a distancia de uma ponta igual a distancia da outra é,
significaria dizer que um plano esta sobre o outro, que ndo tem reta em comum, e que esse plano
estéd alinhado ao outro porque tem a mesma distancia entéo ele ndo vai estar inclinado e nédo
vai se cruzar.

Professor: Essa distancia, em relagdo ao plano, esta acontecendo o que?

Aluna 7: Essa distancia esta intersectando os dois planos, € perpendicular aos dois
planos (GRUPO 3, 2019).

Durante essa discusséo as discentes fazem um esbogo, para ilustra (figura 6):

Figura 6 — Esboco de planos paralelos

Fonte: Dados da pesquisa Grupo 3 (2019)

Nesta figura 6, tem-se representado os dois planos paralelos e duas retas, as quais teriam
a mesma medida e ambas intersectam cada plano por um angulo reto. Aqui, o conceito de
paralelismo entre planos volta a ser pauta na conversa. Nesse momento, nota-se a atribuicéo de
outras condic¢des para um plano ser considerado paralelo a outro. Além da condi¢&o ja destacada
em dialogo anterior (os planos ndo possuem nenhuma reta em comum), agora conseguem
acrescentar que a distancia entre os planos é constante e que os segmentos de reta, que
representam essa medida, devem estar perpendiculares aos dois planos.

Diante disso, no passo seguinte as discentes procuram no fio de prumo um potencial para
representar uma das retas que corresponde a distancia entre os dois planos:

Aluna 7: Eu nunca pensei que ia precisar lembrar do meu pai para entender um prumo.
Quando ele usa o prumo, Aluna 8 presta atencao [...], quando ele usa o prumo ele bota isso aqui
sobre o tijolo e ai, é assim que um pedreiro usa o prumo né. Ele alinha o tijolo que ele colocou
e garante que o0s outros estdo alinhados a ele, né. Entdo para usar 0 prumo nisso.
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Professor: E tu fazendo esse alinhamento tu vai garantir que ele esta o que, em relacdo ao
plano do ch&@o? Esse plano que tu esta construindo de tijolo ele td o que?

Aluna 7: Ao chao ele esté perpendicular.

Professor: E o que é que vocés querem que o plano do instrumento esteja em relacao ao
outro.

Aluna 7: Perpendicular!

Aluna 8: Ndo a gente quer que ele esteja perpendicular a distancia”. (GRUPO 3, 2019).

Inicialmente uma das estudantes faz referéncia ao seu pai que trabalha na construgéo
civil e que a mesma ja o viu usando o fio de prumo. Pelo uso desse instrumento a discente
consegue observar que ele tem incorporada a nocéo de perpendicularidade. Essa compreenséo
fez com que os alunos usassem o fio de prumo como forma de representar a distancia constante
entre os planos, distancia essa que estd intersectando os planos sobre um angulo reto,
assegurando assim a perpendicularidade. Ao visualizar a incorporagdo de conhecimento
matematico tanto no trabalho de pedreiro de seu pai como também no uso do fio de prumo,
entende-se que teve a oportunidade de observar que o conhecimento, assim como aponta a teoria
historico-cultural, faz parte e, é produzido em processos e atividades humanas.

Questionados sobre a quantidade de fios de prumo necessarios para assegurar O
paralelismo entre os planos, destacam que bastariam trés, pois “para determinar um plano, eu s6
preciso de trés pontos distintos nao colineares” (ALUNA 10, 2019). Nessa justificativa, nota-se

que a discente recorre a definicdo de plano euclidiano estudado em matematica.

Discusséao dos resultados

O desenvolvimento da atividade de uso do instrumento jacente no plano, foi permeado
pela mobilizacdo de diferentes conceitos matematicos, por parte dos discentes. Aqui, dedica-se
a discutir elementos (nocédo de plano do horizonte, fios de prumo e gravidade, uso do nivel de
bolhas) que ajudaram os participantes a compreender e utilizar o conceito de paralelismo entre
planos, sintetizado no uso do instrumento jacente no plano.

Como se pode observar anteriormente, uma das estratégias dos alunos para posicionar a
tabua do instrumento de forma que ficasse paralela ao plano do horizonte foi recorrer a um nivel
de bolhas, aparato utilizado na construgéo civil (Figura 7).

Figura 7 — Da direita para a esquerda: retas representadas por cada bolha e bolhas do nivel
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¢ |
Fonte: Dados da pesquisa (2019)
A justificativa, para tanto, foi de que no nivel:

Aluno 4: tem trés retas, ou trés segmentos de retas, o primeiro esta localizado no meio,
gue no caso € a reta paralela a um dos catetos do triangulo, tem a dois que esta na ponta mais
perto de vocés que ela esta perpendicular a um dos catetos do tridngulo e tem a que esta mais
proximo de mim que esta aproximadamente 45 graus. Ou seja, se esta, se pelo menos duas destas
estivessem niveladas a gente poderia ter um plano paralelo ao plano do horizonte (GRUPO 2,
2019).

No argumento utilizado pelos estudantes, nota-se que eles visualizaram no nivel de
bolhas a possibilidade de representacdo de um plano. Cada uma das trés bolhas do nivel esta
ilustrando uma reta distinta, as quais se cruzam em determinado momento, assim concluem que
bastariam 2 retas para se ter um plano. De fato, em livros voltados ao ensino de geometria é
possivel observar que duas retas concorrentes sempre determinam um plano (Lima, et al, 2016).
Segundo a aluna 10, em fala j& expressa na seccdo anterior, trés pontos distintos ndo colineares
também formam um plano, desse modo, mesmo que o Grupo 2 tivesse considerado as trés bolhas
do nivel como pontos, ainda assim, teriam visualizado a formacao de um plano.

Retomando discussdes em torno do que seria o plano do horizonte, tem-se 0 seguinte

dialogo:
Observadora: Existe mais de um plano do horizonte?
Aluno 4: Existem infinitos.
Aluna 7: Existe!
Professor: Porque que existem infinitos planos do horizonte?
Aluna 4: Porque depende de onde vocé vai estar localizado na esfera.
Professor: No caso delas (integrantes de grupo 1), que estavam em determinado ponto, elas
tinham quantos planos do horizonte?
Aluno 4: Elas tinham um, quando elas se moveram ¢, sei 14 dois metros a para a esquerda

elas foram para outro, o problema é que como a terra é grande a mudanca desse plano é
praticamente insignificante [...] (GRUPO 1; GRUPO 2, GRUPO 3; GRUPO 4, 2019).
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Na imagem a seguir (figura 8), busca-se representar o destacado nessa conversa.

- : -& - N

onte: Ddos da pesquisa Grupo 1, Grupo 2 é Grupo 4 (2019)

Tomando como referéncia os locais onde os grupos de discentes estavam com o
instrumento jacente no plano (figura 8), tém-se trés planos do horizonte (grupo 4 plano em
amarelo; grupo 1 plano em azul; e grupo 2 plano em vermelho). Visto dessa forma, de fato,
pode-se existir distintos planos do horizonte, os quais se diferenciam pelo local ao qual o
observador esta na superficie terrestre.

Ainda no que se refere a definicdo de plano do horizonte, uma das discentes questiona
os demais, “e o que seria o plano do horizonte, que a gente ndo conseguiu descobrir, desde 14 de
fora?” (ALUNA 7, 2019). Em resposta um dos participantes diz que “é qualquer plano
perpendicular a gravidade, o vetor gravidade” (ALUNO 4, 2019). A relagdo do plano do
horizonte com a gravidade foi visualizada a partir da tentativa de incorporacéo do fio de prumo
na situacdo de uso do instrumento jacente no plano (Figura 9).

Figura 9 — Representacdo de uso do fio de prumo

Fonte: Dados da pesquisa Grupo 2 (2019)
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Essa ilustracdo, expde o primeiro contato das estudantes com o fio de prumo, o qual j&
foi retratado em um dos didlogos ja apresentados na seccdo anterior. Durante as discussdes
entre os membros de todos os grupos, fica compartilhado a partir da fala de uma aluna a
compreensdo de que, entdo, a funcdo do fio de prumo “¢ garantir a perpendicularidade de um
objeto ao solo, ao plano que ele estd” (ALUNA 10, 2019).

Ainda a respeito do fio de prumo, um dos estudantes destaca que ““o fio ele é, se parado,
se ele estiver parado ele é exatamente, um dos, pode ser concluido exatamente com um dos
vetores de gravidade. O fio é paralelo ao vetor da gravidade” (ALUNO 04, 2019). Como
justificativa para utilizar o fio de prumo na situagdo de uso, concluem, que “se a gravidade é
paralela ao fio, e o fio esta perpendicular a tbua, e pela defini¢do de horizonte pela gravidade
ser perpendicular também, entdo a tabua esta paralelo ao horizonte” (ALUNO 04, 2019). A luz
dessas compreensdes, esbocam no quadro branco, a estratégia de uso do instrumento jacente no
plano (figura 10).

Figura 10 — Esboco de posicionamento do instrumento no quadro branco pelos discentes
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Fonte: Dados da pesquisa Grupo 1, Grupo 2, Grupo 3 e Grupo 4 (2019)

Esta estratégia tem incorporada a ideia de todos os grupos da atividade. Assim, por se
tratar de uma construcéo coletiva, ela ilustra a estrutura da atividade aqui assumida, em que:

0 sujeito em atividade tem objetivos ideais (individuais e coletivos), define
acOes para atingi-los e, conforme as condicdes reais executa as operagoes
(outro dos elementos estruturadores da atividade) que sustentam as acdes.
Desse processo deriva o produto da atividade, que pode ser real ao ideal
(MOURA et al., 2016, p. 116).
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No caso particular dessa proposta para uso do instrumento jacente no plano exposta no
quadro branco, cabe destacar que ela ndo foi aplicada na prética, os discentes apenas
sistematizaram a ideia. Contudo, mesmo sem realizar essa estratégia coletiva na prética,
entende-se que foi possivel discutir o conceito de paralelismo entre planos, pois as atividades
individuais “constituem-se com base nas relagdes interpsiquicas (atividade coletiva). E nesse
movimento do social ao individual que se da a apropriacéo de conceitos e significagdes, ou seja,
que se da a apropriacdo da experiéncia social da humanidade (MOURA et al., 2016, p. 95).

Pensando em manter o equilibrio da tabua do aparato quando suspenso, os estudantes
propdem usar trés pesos (M6, M7 e M8) com massa igual a do tridngulo posto perpendicular a
tdbua (M5). No esboco (figura 10), pode-se ainda observar os barbantes para suspender o
instrumento jacente no plano e o uso de fios de prumo. Eles utilizam quatro fios de prumo, como
forma de posicionar a tdbua paralela ao plano do horizonte (tomam como um plano a qualquer),
com os fios parados e perpendiculares a tdbua do instrumento asseguram que os planos estdo
paralelos.

Questionados novamente, sobre a condi¢do necessdria para que um plano seja
considerado perpendicular a outro, respondem: “quando duas retas ou mais concorrentes, sao
paralelas a um plano” (ALUNO 4, 2019). Essa resposta indica que os discentes ja conseguem
definir o objeto paralelismo entre planos da forma como é feito e aceito na matematica moderna,
a exemplo como é conceituado por LIMA, et al. (2016). Apds a exposicdo da estratégia de uso
do aparato apresentada anteriormente, ainda sobre as discussfes em torno da nocdo de
paralelismo entre planos, uma das estudantes destaca que:

Aluna 7: N&o tinha parado para pensar [...] 0 que que precisava para ser paralelos, e
tudo que eu dizia era: ndo deve ter nenhuma reta em comum. SG que eu néo tinha parado para
pensar que existiam coisas além, por exemplo a distancia entre os dois planos elas teriam que
ser iguais, e teriam que formar um angulo de 90 graus. Eu fui parar para pensar nisso depois
de muito tempo, pensando que se néo fosse igual em alguns momentos os planos iriam se cruzar,
entdo eu tive que pensar além do que eu j& conhecia né (ALUNA 7, 2019).

As palavras finais dessa estudante sintetizam o que se pode observar durante a atividade,
pois de fato, eles “tiveram que pensar para além”. A no¢ao de plano, por exemplo, possivelmente
ganhou ainda mais significado ao tentarem compreender o que seria o plano do horizonte. Por
sua vez, para utilizar o conceito de paralelismo entre planos, recorreram a nogéo de plano e
ainda buscaram atribuir significado a partir da nocéo de gravidade e de perpendicularismo. Em
relacdo a aprendizagem dos discentes quanto aos objetos matematicos abordados, entende-se
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que ela foi favorecida pela atividade de uso do instrumento jacente no plano, pois, nela eles
“estdo reelaborando esses mesmos conhecimentos, agregando a eles novos significados além
daqueles aprendidos no cotidiano escolar. A ressignificacdo desses conhecimentos, propiciada
por um conjunto de agdes, amplia o significado do conceito [...]” (PEREIRA; SAITO, 2019b,
p. 427).

Nesse sentido, dentre os conhecimentos que o professor necessita ter para poder
desempenhar sua funcdo de ensinar, a luz das categorias listadas por Shulman (2014), nota-se
que a acdo formativa aqui discutida, apresenta em grande parte potencial para favorecer o

desenvolvimento do conhecimento do contetdo de futuros professores de matematica.

Consideracoes finais

A acdo formativa de uso do instrumento jacente no plano com foco no conceito de
paralelismo entre planos, revela que o aparato tem potencial para favorecer a aprendizagem dos
discentes. A necessidade que eles tiveram em utilizar outros recursos (nivel de bolhas, fios de
prumo e barbante) revela que o uso do instrumento tem sintetizado outros conceitos além do de
paralelismo entre planos, o qual também tem incorporado outros conhecimentos. Considerando
a mobilizacdo do conceito de gravidade, observa-se que a partir do instrumento, pode-se buscar
estabelecer uma interacdo/aproximacao da matematica com outras areas de conhecimento no
caso particular, com a fisica e, assim favorecer a ampliacdo do campo conceitual interno de cada
disciplina.

A instrucdo de Nunes (2008) para posicionar a tdbua do instrumento jacente no plano
paralela ao plano do horizonte, possibilitou verificar que os estudantes apresentavam
dificuldades em utilizar o conceito de paralelismo entre planos em termos praticos. Os discentes
possuiam apenas uma nogdo tedrica, a tentativa de mobilizagdo desse conceito na situagao
pratica, fez com que recorressem a outros conceitos e ainda os possibilitou atribuirem ainda
mais significados a ele, favorecendo, assim, seu uso em uma situagéo real.

Diante dessa acéo formativa, observa-se que o instrumento jacente no plano pode de fato
ser explorado em pesquisas que buscam construir interface entre historia e ensino de
matematica, caso o foco seja favorecer o processo de ensino e/ou aprendizagem. Podem-se
discutir esse e outros conceitos que estéo sintetizados no uso do aparato, assim como 0s que Sao

mobilizados em seu processo de construcdo (OLIVEIRA, 2019).
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Quanto a formacdo inicial de professores de matematica, a atividade, aqui discutida pode
ser vista como um dos passos necessarios na direcdo de formar professores de matemaética, visto
que, o conhecimento do conteudo abordado é necessario a pratica do professor. Contudo, cabe
destacar que em estudos posteriores, propde-se buscar elucidar e conectar outros tipos de
conhecimentos, entre os listados nas categorias de Shulman (2014). Esse novo olhar, pode ajudar

a pensar a formacao de professores e, assim, favorecer uma formacéo ainda mais ampla e solida.
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