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Resumo

O presente artigo discute contribuigdes que a articulacdo entre combinatdria e probabilidade
baseada na constru¢do de espacos amostrais pode trazer para o desempenho na resolucio de
problemas combinatdrios variados (arranjo, combinagao, permutagdo e produto cartesiano). Os
dados da pesquisa foram coletados junto a 24 estudantes brasileiros, concluintes de diferentes
etapas da escolarizagcdo basica na modalidade de ensino denominada Educagdo de Jovens e
Adultos. Corroborando achados de estudos anteriores, o problema de produto cartesiano foi
aquele no qual os melhores desempenhos foram observados, enquanto o de combinagao foi
aquele no qual os desempenhos mais fracos foram obtidos pelos participantes. A revisitacao
aos problemas propostos, nos dois tipos de teste utilizados, consistiu em um rico momento de
descoberta de novas possibilidades e/ou analise daquelas ja indicadas. Tal articulagdo, pautada
em revisitagdes, proporcionou, ainda, uma oportunidade de reflexdes acerca das relagdes de
ordem e de escolha que caracterizam cada uma das situagdes combinatdrias exploradas nos
problemas. Estes resultados dao indicios da potencialidade de um trabalho articulado entre
combinatdria e probabilidade para o desenvolvimento de ambos os raciocinios.

Palavras chave: Combinatéria. Probabilidade. Educacdo de Jovens e Adultos. Espago
Amostral.

Articulando Combinatoria y Probabilidad: Jovenes y Adultos Revisitando Problemas
Combinatorios via Construccion de Espacios Muestrales

Resumen
En el presente articulo se analizan las contribuciones que la articulacién entre combinatoria y
probabilidad, basada en la construccion de espacios muestrales, puede aportar al desempefio
en la resolucion de problemas combinatorios variados (variacién, combinacion, permutacion y
producto cartesiano). Los datos de la investigacion fueron colectados de 24 estudiantes
brasilefios, en diferentes etapas de la educacion bésica en la modalidad de ensefanza llamada
Educacion de Jovenes y Adultos. Corroborando hallazgos de estudios previos, el problema del
producto cartesiano fue aquel en el que se observaron los mejores desempeios, mientras que
el problema de combinacién fue aquel en el que los participantes obtuvieron los desempefios
mas débiles. La revision de los problemas propostos, en los dos tipos de de pruebas utilizadas,
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consistié en un momento rico de descubrimiento de nuevas posibilidades y andlisis de las ya
sefialadas. Dicha articulacion, guiada por las revisiones, brind6é también la oportunidad de
reflexionar sobre las relaciones de orden y eleccion que caracterizan cada una de las
situaciones combinatorias exploradas en los problemas. Estos resultados evidencian el
potencial de un trabajo articulado entre combinatoria y probabilidad para el desarrollo de
ambos razonamientos.

Palabras clave: Combinatoria. Probabilidad. Educacion de Jovenes y Adultos. Espacios
Muestrales.

Articulating Combinatorics and Probability: Young People and Adults Revisiting
Combinatorial Problems via Construction of Sample Spaces

Abstract

The current article discusses contributions that the articulation between combinatorics and
probability, based on the construction of sample spaces, can bring to the performance in the
resolution of varied combinatorial problems (arrangements, combinations, permutations and
cartesian products). The research data were collected from 24 Brazilian students of youth and
adult education in different stages of schooling. Corroborating findings of previous studies, the
cartesian product problem was the one in which the best performances were observed, while
the combination problem was the one in which the weakest performances were obtained by the
participants. Revisiting these problems, in both the tests used, consisted in a rich moment of
discovering new possibilities as well as analysing those already indicated. Such articulation,
guided by revisitations, also provided an opportunity for reflections on the relations of order
and choice — that characterise and distinguish each of the combinatorial situations explored in
the problems. These results give evidences of the potential of an articulated work-between
combinatorics and probability aiming at the development of both types of reasoning.
Keywords: Combinatorics. Probability. Youth and Adult Education. Sample Space.

Introduciao

No Brasil instituiu-se oficialmente a oferta gratuita de educagdo basica, em seus
diferentes niveis, voltada a jovens e adultos que, por motivos diversos, ndo conseguiram
concluir seus estudos em idade regular. No texto da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao
Nacional — LDB, n° 9.394 (MEC, 1996), ¢ ressaltado que a Educa¢do de Jovens e Adultos
(EJA) deve ser organizada e ofertada de modo que seja adequada ao seu publico alvo, isto &,
que se considerem suas especificidades, visto que a realidade, vivéncias e experiéncias do
estudante jovem e adulto sdo distintas daquelas das criangas e adolescentes que cursam a
educagdo basica no ensino regular.

Nesse sentido, para que seja possivel ofertar educacdo adequada as necessidades e
caracteristicas particulares de estudantes jovens e adultos, ¢ de suma importancia que os

conhecimentos ¢ dificuldades de tais estudantes referentes a diferentes areas sejam alvo de
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pesquisas, dado que no ambiente escolar, no qual os estudantes da EJA sdo (re)inseridos,
“curriculos, programas e métodos de ensino foram originalmente concebidos para criangas e
adolescentes que percorreriam o caminho da escolaridade de forma regular” (Oliveira, 1999, p.
61). Assim, ¢ por meio da realizagdo de pesquisas, isto ¢, a partir da sondagem de
conhecimentos de grupos de estudantes, que € possivel conhecer fragilidades na aprendizagem
de determinados conceitos, bem como reconhecer conhecimentos prévios desses estudantes
(jovens e adultos) adquiridos dentro e fora da sala de aula.

A pesquisa da qual o presente texto apresenta um recorte (Lima, 2018), buscou trazer
contribuigdes nesse sentido, tendo estudantes jovens e adultos como alvo para o
desenvolvimento de um estudo de sondagem de conhecimentos de combinatéria e de
probabilidade mobilizados por tais estudantes em contexto de resolucao de problemas, com
uma proposta de articulacdo entre as duas areas. Buscou-se investigar, especificamente, as
relacdes que se estabelecem nesse contexto entre o raciocinio combinatdrio e o raciocinio
probabilistico de estudantes jovens e adultos, explorando-se diferentes situagdes, suas
caracteristicas e relacdes invariantes e a partir do uso de representagdes simbdlicas variadas,
considerando-se, assim, o trip¢ conceitual defendido por Vergnaud (1986, 1996) como
principal aporte tedrico.

A escolha do foco da pesquisa — combinatoria, probabilidade e suas articulagdes — se
justifica pelas relagdes existentes entre tais dreas da matematica, que lidam com a incerteza em
eventos aleatérios (em oposi¢do a uma visao deterministica da matematica, por vezes
dominante quando se fala de uma ciéncia exata) e, desta forma, tratam do levantamento e
andlise de possibilidades. Os raciocinios relacionados a essas areas constituem modos de
pensamento logico-matematico, visto que permitem que situagdes reais sejam exploradas e
provém formas de relacionar conjuntos de elementos. O trabalho visando o desenvolvimento
desses raciocinios, no entanto, parece ganhar pouco espago tanto na escolariza¢ao de jovens e
adultos, quanto na de criangas e adolescentes, visto que estudos exploratorios realizados com
diferentes modalidades e niveis de ensino apontam desempenhos insatisfatorios por parte dos
estudantes (Bryant & Nunes, 2012; Lima, 2010; Navarro-Pelayo, Batanero & Godino, 1996,
Pessoa, 2009, Silva, 2016, Souza & Souza, 2019).

Na proxima se¢do sdo explorados os principais aportes tedricos adotados: a) a Teoria

dos Campos Conceituais (Vergnaud, 1986, 1996), que ressalta, dentre outros aspectos, a
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importancia do trabalho com diferentes situagdes que atribuem sentido aos conceitos para seu
amplo entendimento; b) a organizacdo de situagdes combinatérias proposta por Borba (2010),
que as categoriza em problemas de arranjo, combinagdo, permutacao e produto cartesiano; € ¢)
a argumentacdo de Bryant e Nunes (2012), que apontam quatro requisitos ao amplo
entendimento da probabilidade, por eles denominados demandas cognitivas, das quais, no
presente texto, apresenta-se um recorte relacionado a uma delas: a construcdo de espagos

amostrais.

Aportes teoricos

Um campo conceitual ¢ definido como “um conjunto de situagdes, cujo dominio requer
uma variedade de conceitos, de procedimentos e de representacdes simbolicas em estreita
conexao” (Vergnaud, 1986, p. 10). Para esse autor um conceito ¢ formado por um tripé de
conjuntos: o conjunto das situagdes que atribuem sentido aos conceitos (S), o conjunto das
propriedades e caracteristicas imutaveis dessas diversas situacoes, isto €, seus invariantes (I) e
o conjunto das representacdes simbolicas utilizadas para representd-las e que auxiliam na
resolugdo de problemas (R). Vergnaud (1996) defende que “é através das situacdes e dos
problemas a resolver que um conceito adquire sentido” (p. 156). Tal fala, e pressupostos acima
citados, evidenciam o papel central do trabalho com uma pluralidade de situagdes na ampla
compreensdo de um conceito (e de conceitos a eles relacionados). Assim, no processo de
ensino, conhecer e explorar problemas de naturezas variadas em sala de aula ¢ de suma
importancia quando se visa o desenvolvimento dos conhecimentos dos estudantes.

Conceitos referentes a combinatoria e a probabilidade estdo inseridos no campo
conceitual das estruturas multiplicativas, que, conforme apontado por Vergnaud (1996), diz
respeito a “situagdes que exigem uma multiplicagdo, uma divisdo ou uma combinagdo destas
duas operagdes” (p. 167). No campo multiplicativo estdo inclusos conceitos diversos, tais
como a propor¢ao, fun¢ado linear, razao, produto cartesiano e outros conceitos combinatorios.

Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996) apontam que a combinatéria estuda os
conjuntos discretos e as configuragdes que podem ser obtidas a partir de certas transformacdes
que originam mudancas na estrutura da composi¢cdo dos elementos desses conjuntos. Assim, ¢
a area da Matematica que, entre outras coisas, “nos ensina a enumerar todos os modos
possiveis que um dado ntimero de objetos pode ser misturado e combinado de forma que

tenhamos certeza de que nenhuma das possibilidades foi omitida” (p. 17).
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Reforgando a importidncia do trabalho com problemas combinatorios variados,
Morgado, Pitombeira de Carvalho, Pinto de Carvalho e Fernandez (1991) apontam que a
correta solu¢ao de um problema combinatorio exige a plena compreensao da situagdo descrita
no mesmo. Nesse sentido, adotou-se a proposta de Borba (2010), que integrando classificagdes
anteriores e tomando por base invariantes de ordem e de escolha, distingue os problemas
combinatérios em: arranjo, combinagio, permutagdo e produto cartesiano. E valido destacar
que tal autora considera, ainda, um terceiro invariante dos problemas combinatorios — o
invariante de esgotamento, comum a todos os problemas citados, ou seja, a enumeragao, direta
ou indireta, de todas as possibilidades solicitadas no problema combinatorio tratado.

Em problemas que exploram as situacdes de arranjo, combinacdo e permutacdo, as
escolhas que constituem as diferentes possibilidades acontecem dentro de um unico conjunto,
podendo ser selecionados todos os elementos (caso dos problemas de permutacao) ou alguns
deles (em problemas de arranjo e de combinacdo). Dentre os quatro tipos de problemas
combinatdrios, apenas nos problemas de produto cartesiano a escolha se da a partir de dois ou
mais conjuntos. No que diz respeito a ordenacdo dos elementos na construgcdo de
possibilidades, este ¢ um fator que determina possibilidades distintas nos problemas de arranjo
e de permutagdo, mas ndo determina novas possibilidades nos problemas de combinagdo nem
nos de produto cartesiano. Esses distintos tipos de situagcdes combinatorias, dados os
invariantes que as distinguem e diferentes representagdes simbolicas utilizadas na resolugao de
problemas que as exploram, permeiam as analises apresentadas mais adiante.

Por sua vez, a probabilidade ¢ definida por Morgado et al. (1991) como “o ramo da
Matematica que cria, desenvolve e, em geral, pesquisa modelos que podem ser utilizados para
estudar experimentos ou fenomenos aleatérios” (p. 119). A probabilidade trata, dessa forma,
do estudo de eventos que ocorrem aleatoriamente, isto ¢, que ndo sdo deterministicos: “as
pessoas sabem que eles podem acontecer, mas nao t€ém certeza se € quando eles acontecerdao”
(Bryant & Nunes, 2012, p. 3).

Bryant e Nunes (2012) argumentam que a probabilidade ¢ um conceito complexo e
apontam quatro demandas cognitivas ao seu amplo entendimento e, logo, ao desenvolvimento
do raciocinio probabilistico. Estas demandas sdo: entendimento da aleatoriedade, construcao e
analise de espago amostral, comparacao e quantificacdo de probabilidades, e compreensdo de

correlacdes (relagdes entre eventos). Neste texto, tem-se por foco o trabalho com o espaco
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amostral. Para esses autores, levantar e entender espagos amostrais ¢ um passo importante nao
sO para o calculo de probabilidades, mas um elemento essencial a compreensao da natureza do
conceito de probabilidade. Eles afirmam que “problemas em probabilidade sdo sempre sobre
uma gama de eventos possiveis, mas incertos, que ocorrem aleatoriamente, [...] nos quais nos
temos que saber precisamente quais sdao todos os eventos possiveis” (p. 29).

A construgdo do conjunto composto pelas diferentes possibilidades em uma situagio
aleatoria (espago amostral) estd intrinsecamente relacionada ao raciocinio combinatorio, visto
que o levantamento de tais possibilidades depende da aplicacdo de conhecimentos e estratégias
tipicamente combinatorias. Na outra direcdo, a explicitacdo de todas as possibilidades (quando
vidvel) ao se resolver um problema combinatério relaciona-se ao conceito probabilistico de
espaco amostral e, a partir do uso de estratégias diversas e suas respectivas representagoes,
consiste em uma oportunidade de reflexdo dos invariantes da situacdo combinatéria envolvida
no problema, visto que ¢ possivel analisar diferentes possibilidades uma a uma. Essa relagdo
mais direta entre combinatéria e probabilidade (diferentes situacdes combinatérias e espacos

amostrais) € o foco do presente artigo, cujo método ¢ descrito a seguir.

Procedimentos metodoldégicos

A pesquisa foi realizada junto a 24 estudantes cursando diferentes etapas da Educagao
de Jovens e Adultos, em escolas publicas localizadas em Pernambuco, no nordeste do Brasil.
Estes estudantes sdo referidos no presente texto como P1, P2, P3 ..., P24 e pertenciam a trés
grupos de 8 estudantes cada, cursando etapas equivalentes a conclusdo dos anos iniciais do
ensino fundamental, dos anos finais ou do ensino médio. Os estudantes do Grupo 1
(concluintes dos anos iniciais) apresentaram média de 42 anos, os do Grupo 2 (concluintes dos
anos finais) média de 32 anos e os do Grupo 3 (concluintes do ensino médio) de 33 anos,
quase idéntica a do grupo anterior.

Foram realizadas entrevistas clinicas individuais, utilizando-se o método piagetiano,
que permite ao pesquisador “compreender como o sujeito pensa, como analisa situagdes, como
resolve problemas, como responde as contra sugestoes do examinador” (Carraher, 1998, p. 6).
Tal método de coleta de dados foi escolhido visando potencializar a interacdo entre
pesquisadora e estudante(s), no sentido de investigar de maneira mais aprofundada as escolhas

e acdes feitas frente a resolucdo dos 20 problemas propostos: quatro combinatorios (produto
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cartesiano, combinacdo, permutacdo e arranjo) e 16 probabilisticos (organizados em quatro
blocos contendo quatro problemas cada e relacionados a cada um dos problemas
combinatorios citados — referentes a diferentes demandas cognitivas).

No que diz respeito a articulagdo entre os problemas combinatorios e probabilisticos,
esta se deu a partir de revisitagdes propostas em dois tipos de testes. Metade dos participantes
de cada grupo resolveu o Teste 1, no qual foram apresentados cada problema combinatério
seguido pelo bloco de problemas probabilisticos a ele relacionado. Por sua vez, os demais
participantes de cada grupo resolveram o Teste 2, sendo os blocos de problemas
probabilisticos resolvidos antes dos problemas combinatdrios a eles correspondentes.

No presente texto, tem-se por foco, especificamente, a articulagdo entre os problemas
de produto cartesiano, combinagao, permutacao e arranjo (Figura 1) e os de construcao de
espaco amostral a eles correspondentes (Figura 2). Resultados preliminares nesse sentido,
referentes a um estudo piloto da pesquisa, foram publicados em Lima e Borba (2017). Neste tipo de
problema probabilistico, que explora uma das demandas cognitivas ao amplo entendimento da
probabilidade, foi solicitada aos estudantes a constru¢cdo de uma listagem contendo todas as
possibilidades referentes a cada situagdo combinatoéria. E importante destacar que a listagem &
uma representagdo que surge espontaneamente ao se resolver problemas de contagem.
Contudo, a partir da proposta de articulagdo via constru¢do de espagos amostrais, demandando
diretamente o uso de tal estratégia, teve-se o intuito de garantir que todos os participantes a
utilizariam em algum momento (fosse na revisitagdo ao problema combinatorio — Teste 1 — ou
no primeiro contato com o mesmo — Teste 2) para indicar as diversas possibilidades em cada

situagdo combinatoria.

As andlises quantitativas dos desempenhos apresentados pelos participantes foram
realizadas com auxilio do software Statistical Package for the Social Sciences (SPSS),
permitindo que fossem feitas analises descritivas de desempenho considerando-se tipo de
problema, representacdo e estratégia utilizada pelos participantes, bem como a influéncia da
ordem de apresentacdo dos problemas (tipo de teste) e do nivel de escolarizacdo nos

desempenhos apresentados.

No que diz respeito a atribuicdo de pontuagdo aos desempenhos apresentados pelos
estudantes quando da resolugdo dos problemas combinatorios e de construcdo de espaco

amostral propostos, atribuiu-se zero (0) pontos quando evidenciou-se (seja por meio da
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quantificagdo ou da enumeracdo das mesmas) menos da metade do numero total de
possibilidades, um (1) ponto quando evidenciou-se metade ou mais das possibilidades e dois
(2) pontos quando houve esgotamento de possibilidades, isto €, um acerto total. Na se¢do a
seguir sao apresentados e discutidos os resultados obtidos.

Figura 1. Problemas combinatérios propostos

(FC) Carles comegou a trabalhar em uma rede
de supermercados ¢ acabou de receber o wu
fardansente: 4 camiwtas em cored diferentes com
o logo da emprew e 2 calgas Quantos conjuntos
de uniforme diferentes Carlos pode formar com
at pegas recebidas?

(C) Sara tem 5 primos ¢ quer escolber 3 deles
para  acompanhi-la wo aniversaro de uma
amiga, De quantas manelras diferentes ¢la pode
fazer essa escolha?

(P} Maria gosta muite de lteratura brasilelra «
weu antor favorite ¢ Jowé de Alencar. Ela ganhou
3 bvron desse antor de presente de aniversirio ¢
ainda nie decidia em que ordem ira lelos
Quantat  ordems  de  leitura  diferented  who
potsiveis?

(A) 4 rapazes desjam participar de wma
‘pelada’ com seus amigos ¢ querem definir am
atacante ¢ um golelro, De quantas formas
diferentes o1 raparet podem se organirar para
ocupar as posipbes ciradas?

e 'E A‘! 7yt

André Brunoe César Diogo Eraldo
Andersan Jilo Mateus Ci(rm

PC: produto cartesiano: 8 possibilidades; C: combinagdo: 10 possibilidades;
P: permutacgdo: 6 possibilidades; A: arranjo: 12 possibilidades.
Fonte: Lima (2018, p. 69)

Figura 2. Problemas probabilisticos propostos (constru¢do de espagos amostrais)

(EAPC) Liste todos os conjuntos de calca e camiseta que Carlos pode formar com as
pesgas de roupas recebidas.
(EAC) Liste todas as formas como Sara pode escolher 3 dos seus 5 primos para
acompanha-la a festa.
(EAP) Liste todas as ordens de leitura que Mana pode escolher com os 3 livros que
ganhou de presente.
(EAA) Liste todas as formas pelas quais se pode escolber 2 rapazes para ocupar as
posicies de goleiro e de atacante a partir dos 4 amigos.
EAPC: construcdo de espaco amostral de produto cartesiano;
EAC: construgao de espago amostral de combinagao;
EAP: construcdo de espaco amostral de permutagao;
EAA: construgdo de espago amostral de arranjo.

Fonte: As autoras

Apresentacio e discussdo dos resultados

A seguir sao apresentados e discutidos os resultados referentes: a) ao desempenho
médio (geral e por grupo de participantes) nos diferentes tipos de problemas propostos; b)
representacdes e estratégias utilizadas pelos participantes; c) as revisitagdes propostas nos dois

tipos de teste (combinatoria = probabilidade; probabilidade = combinatdria).
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Desempenho por tipo de problema

De acordo com as pontuagdes atribuidas aos desempenhos dos participantes da
pesquisa, era possivel que estes obtivessem um desempenho de 0, 1 ou 2 pontos em cada
problema combinatério ou probabilistico (construgdo de espaco amostral) resolvido. Na
Tabela 1 sdo apresentados os resultados gerais referentes aos quatro problemas combinatorios
propostos, bem como no que diz respeito aos problemas de constru¢do de espaco amostral a

eles correspondentes.

O maior desempenho médio observado, tanto nos problemas combinatorios quanto nos
de construcao de espago amostral, refere-se ao problema de produto cartesiano. Por sua vez, os
menores desempenhos médios foram observados no que diz respeito ao problema de
combinacdo (combinatorio e espaco amostral), dado que reflete dificuldades apresentadas
pelos participantes quanto a compreensao dos invariantes desse tipo de situagdo combinatoria.
Por sua vez, os desempenhos médios nos problemas combinatérios de permutacao e de arranjo
foram idénticos e bem préoximos no que diz respeito a explicitagdo de espaco amostral
correspondente. Nesses dois tipos de problemas a ordenacdo dos elementos determina
possibilidades distintas. Incompreensdes nesse sentido, erros de ordem, sdao ressaltadas por
Navarro-Pelayo, Batanero e Godino (1996) e podem justificar os desempenhos (baixos e
semelhantes) observados. Pesquisas tais como a de Fernandes, Correia e Guzman (2010) e a
de Zwanch (2019) enfocam situagdes combinatorias (inclusive articuladas a probabilidade) nas
quais os estudantes apresentam dificuldades pelo mesmo motivo.

Tabela 1.
Desempenho médio nos problemas combinatorios e de construcao de espagos amostrais
(pontuagdo maxima de 2 pontos por problema)

Problema combinatorio Construcao de Espaco
Amostral
Produto cartesiano 1,17 1,38
Combinacio 0,25 0,33
Permutacio 0,75 1
Arranjo 0,75 0,71

Fonte: As autoras
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Tais resultados corroboram achados de estudos anteriores, como os de Azevedo
(2013), Lima (2010) e Pessoa (2009), que apontam os problemas que abordam a situagdo de
produto cartesiano como os de mais simples resolugdo dentre os combinatérios. Atribui-se
essa maior facilidade dos estudantes (de diferentes niveis e modalidades de ensino) com essa
situagdo combinatoria em especifico ao fato de que esse tipo de problema combinatério &,
geralmente, o mais trabalhado desde o inicio da escolarizacdo — inclusive por sua resolucao
estar diretamente relacionada a operagao de multiplicagdo. Analogamente, tais estudos
anteriores (Azevedo, 2013; Lima, 2010; Pessoa, 2009) apontam um desempenho insatisfatorio
em problemas de combinacdo. O fato de a ordem ndo determinar novas possibilidades nesse
tipo de situagdo combinatoria levou alguns dos participantes do estudo a terem dificuldades
em esgotar o numero de possibilidades, bem como, por vezes, extrapolaram tal namero (por
considerar erroneamente o invariante de ordem, apontando casos repetidos) — seja por
estratégias diversas ou pela listagem solicitada no problema de espaco amostral
correspondente.

Outro dado importante da pesquisa, que evidencia a maior dificuldade no problema de
combinagdo, diz respeito aos percentuais de acertos totais observados. Assim, destaca-se que,
0s casos nos quais houve esgotamento de possibilidades nos problemas combinatdrios, os
percentuais foram iguais a: 29,2% no problema de produto cartesiano, 20,8% no problema de
arranjo, 12,5% no problema de permutacdo e apenas 8,3% no problema de combinacao.

Tais dados corroboram os desempenhos observados nos diferentes problemas
combinatorios, bem como nos problemas de constru¢do de espago amostral a eles
correspondentes (Tabela 1), refor¢ando que os participantes da presente pesquisa apresentaram
maior facilidade ao levantar possibilidades referentes a situacdo de produto de medidas e
maior dificuldade relacionada a situagdo de combinagdo. Por sua vez, apresentaram
dificuldades intermedidrias e desempenhos semelhantes entre si no que diz respeito as
situacdes de arranjo e de permutagdo, nas quais a compreensdo dos invariantes de ordem
assume grande importancia.

Além de voltar o olhar ao tipo de problema (combinatério ou probabilistico
correspondente — constru¢ao de espago amostral), outra importante varidvel considerada nas
analises esta relacionada a influéncia do nivel de escolarizacdo dos participantes nos

desempenhos apresentados pelos trés grupos: Grupo 1: Estudantes concluintes dos anos
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iniciais do ensino fundamental; Grupo 2: Estudantes concluintes dos anos finais do ensino
fundamental e Grupo 3: Estudantes concluintes do ensino médio. Tais resultados sdo

apresentados na Figura 3 (combinatdrios) e na Figura 4 (construgdo de espagos amostrais).

Figura 3. Desempenho médio nos problemas combinatérios (por grupo);
(pontuagao maxima de 2 pontos por problema)
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Fonte: Lima (2018, p. 84).

Os resultados ilustrados na Figura 3 mostram que a escolarizacdo ndo teve, de modo
geral, uma influéncia direta expressiva nos desempenhos apresentados. No que diz respeito
aos problemas de produto de medidas e de combinag¢do (nos quais o melhor e o pior
desempenho médio foram observados, respectivamente), o desempenho foi semelhante nos
trés grupos de estudantes. Por sua vez, nos problemas que exploram as situagdes
combinatorias de arranjo e de permutagdo foi possivel perceber que estudantes dos Grupos 2
e 3 tenderam a obter desempenhos superiores aos de estudantes do Grupo 1, mas préximos
entre si. Nesse grupo (Grupo 1) as incompreensoes referentes a ordenagdo em tais problemas
foram mais expressivas — o que levou ao desempenho inferior em relacdo aos demais grupos

de participantes.

Reforcando o observado anteriormente (Figura 3), a Figura 4 aponta que, em geral,
houve pequenas melhorias quantitativas nos desempenhos médios dos participantes da
pesquisa com o avango da escolarizacao ao construir espacos amostrais articulados a situagdes
combinatdrias, ou seja, a partir da solicitacdo de que os participantes apresentassem uma
listagem/indicagdo uma a uma das possibilidades consideradas. E importante ressaltar que o

desempenho dos estudantes do Grupo 3 avangou bastante no problema de produto cartesiano,
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problema no qual, como evidenciado em analises a seguir, participantes de diferentes grupos
avancaram qualitativamente. Para o Grupo 3, no entanto, a chegada ao esgotamento de
possibilidades foi mais frequente.

Figura 4. Desempenho médio nos problemas de construg¢do de espaco amostral (por grupo);
(pontuagao maxima de 2 pontos por problema)

2
1,5
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05 | Grupo 3
0,5
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0
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EAPC: espago amostral de produto de medidas; EAC: espago amostral de combinagao;
EAP: espaco amostral de permutacdo; EAA: espaco amostral de arranjo.

Fonte: Lima (2018, p. 87).

Dado o posto até entdo, mesmo que os desempenhos referentes aos diferentes tipos de
situacdes combinatérias (e também a construcdo de seus respectivos espacos amostrais)
tenham sido diferentes entre si, as dificuldades enfrentadas pelos participantes da pesquisa
com diferentes niveis de escolarizacdo foram semelhantes. Esses resultados evidenciam o
papel central das situagdes, bem como a compreensdo de seus invariantes (propriedades e
relacdes constantes) nos desempenhos apresentados e corroboram a defesa de que diferentes
tipos de problemas combinatorios sejam explorados em sala de aula ao longo da educacdo
basica para que o raciocinio combinatorio dos estudantes seja amplamente desenvolvido
(Borba, 2010). Por outro lado, qualitativamente, ganha espago, ainda, o terceiro componente
do tripé apontado por Vergnaud (1986, 1996): as representacoes simbolicas. Analises nesse

sentido sdo apresentadas na subsecdo que segue.

Um olhar para as representacoes simbdlicas e estratégias
Na Tabela 2 sdao apresentadas as diferentes estratégias e respectivas representagoes
utilizadas pelos estudantes ao resolverem os problema combinatérios do Teste 1 (no qual tais

problemas foram resolvidos antes de serem revisitados via constru¢do de espagos amostrais) e
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do Teste 2 (no qual a listagem havia sido solicitada previamente, consistindo, logo, em uma
revisitagdo ao problema probabilistico correspondente — espaco amostral).

Tabela 2.

Percentuais de estratégias e representacdes utilizadas nos problemas combinatérios em ambos
os tipos de teste (percentual)

Produto Combinacio Permutacio Arranjo
Cartesiano

Teste 1 Teste2 Teste 1 Teste 2 Teste 1 Teste 2 Teste 1 Teste 2

Sem revisitacao 25 58,3 41,6 58,4
Enumeracio oral 75 41,6 75 25 668 335 834 25
Listagem extensiva 8,3 8,3 8,3 8.3 -
Listagem reduzida 8,3

Generalizacio de listagem 83

Uso de valor do enunciado 8,3 8,3

Adicao 8,3 16,7

Multiplicacao inadequada 16,7 16,7 8,3 8,3 8,3 8,3

Multiplicacdo adequada 16,7 16,7

Fonte: As autoras

As categorias referentes as estratégias e respectivas representagoes apresentadas na
Tabela 2 foram elencadas a posteriori, isto €, a partir da analise das resolucdes dos problemas
propostos por participantes da pesquisa. O uso de enumeragdo oral, estratégia mais utilizada
no que se refere a resolucao de problemas combinatorios no Teste 1, bem como muito presente
nas revisitacdes do Teste 2, diz respeito a situacdes nas quais os estudantes indicaram
oralmente diferentes possibilidades, sem fazer registro de cada uma delas. Nesse caso, os
registros escritos dos participantes que fizeram uso de tal estratégia e respectiva representagdo
nas folhas de teste disponibilizadas continham meramente a resposta final obtida (o nimero de
possibilidades considerado).

Por sua vez, o uso (espontaneo) de listagem para resolver problemas combinatdrios, no

Teste 1, consistiu na indicagdo, por escrito, das possibilidades levantadas. Essa estratégia, com

Revista Paradigma, Vol. XLII, Nro. Extral: Educacion Estadistica, marzo de 2021 / 257 — 284 269



Ewellen Tenorio de Lima y Rute Elizabete de Souza Rosa Borba

representacdo escrita, foi mais utilizada por estudantes dos Grupos 2 e 3, os quais possuiam
melhor dominio da escrita do que os estudantes do Grupo 1. Por vezes, tais listagens foram
compostas pela escrita completa dos nomes de elementos/cores/pessoas presentes nos
enunciados dos problemas propostos (listagem extensiva) e, em outros casos, os estudantes
fizeram uso de abreviagdes/iniciais (listagem reduzida — exemplificada na resolu¢do do
estudante P17 (Grupo 3). Tal estudante utilizou as iniciais dos livros envolvidos no problema
de permutacdo (I, S e L) ao apresentar cinco das seis possibilidades existentes no contexto do
problema cujo enunciado era: Maria gosta muito de literatura brasileira e seu autor favorito é
José de Alencar. Ela ganhou 3 livros desse autor de presente de aniversario e ainda ndo
decidiu em que ordem ira lé-los. Quantas ordens de leitura diferentes sdo possiveis?.O
estudante escreveu, entdo, o quantitativo encontrado seguido da listagem reduzida das
possibilidades consideradas: 5, ISL, LSI, ILS, LIS, SLI..

Em alguns casos, os estudantes utilizaram, ainda, calculos numéricos para determinar o
nimero de possibilidades em cada problema combinatério em questdo — adi¢do e
multiplicagdo (operacdo adequada no caso de produto cartesiano, porém nao nos demais) — ou
usaram valores presentes nos enunciados dos problemas para dar suas respostas. Esta tltima
estratégia, em especial, evidencia incompreensdes do invariante de escolha dos problemas
combinatdrios que envolvem as diferentes situagdes, pois tal escolha ¢ essencial para
construgdo de possibilidades em cada caso. E valido destacar que o uso incorreto dos valores
presentes nos enunciados foi utilizado exclusivamente por estudantes do Grupo 1 (concluintes
dos anos iniciais), como exemplificado nas transcri¢des apresentadas na Figura 5.

Tais transcri¢des evidenciam incompreensdes de participantes do Grupo 1 referentes
aos invariantes de escolha dos problemas combinatorios (produto cartesiano e permutagao).
Nos dois casos, os proprios elementos sdo incorretamente interpretados como possibilidades.
No problema de produto cartesiano, P3 somou os elementos dos dois conjuntos de pegas de
roupa (camisetas e calgas), chegando ao total de seis elementos. Em sua fala, deixou claro
considerar esse valor o numero de conjuntos de uniformes distintos que podem ser formados
no contexto do problema em questdo. Por sua vez, ao resolver o problema de permutagao, P5
usou o valor presente no enunciado do problema (numero de livros) € o apontou como sendo o
numero total de possibilidades na situagdo (ordens de leitura). E importante destacar, ainda, a

dificuldade com a escrita apresentada pela grande maioria dos participantes do Grupo 1 (o que
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inviabilizou o registro das estratégias e representagdes utilizadas) que ressalta a importancia da
conducdo de entrevistas clinicas, pois em suas falas foi possivel compreender como estes

estudantes pensaram para resolver cada problema.

Figura 5. Exemplos de transcrigdes das entrevistas clinicas (Grupo 1)

Transcricdo 1. Problema de produto de medidas (Teste 1), resolvido por P3 (Grupo 1). Adigdo:
nenhuma possibilidade levantada

Carlos comegou a trabalhar em uma rede de supermercados e acabou de receber o seu fardamento: 4
camisetas em cores diferentes com o logo da empresa e 2 calgas. Quantos conjuntos de uniforme
diferentes Carlos pode formar com as pegas recebidas?

Pesquisadora: “O senhor escreveu que Carlos pode formar seis conjuntos de uniforme diferentes.
Como o senhor resolveu?”

P3: “[...] ele recebeu quatro camisetas e duas calgas, ‘né’? [...] ele pode formar seis conjuntos.”
Pesquisadora: “Por qué?”

P3: “Cada camiseta dessa ¢ uma farda [...] ¢ cada calga é uma farda, ‘né’? Eu pensei assim: quatro e
dois da seis.”

Transcri¢do 2. Problema de permutacdo (Teste 1), resolvido por P5 (Grupo 1). Uso de valor do
enunciado: nenhuma possibilidade levantada

Maria gosta muito de literatura brasileira e seu autor favorito ¢ José de Alencar. Ela ganhou 3 livros
desse autor de presente de aniversario e ainda ndo decidiu em que ordem ira 1é-los. Quantas ordens
de leitura diferentes sdo possiveis?

PS: “Eu acho que ¢ de trés formas, por que ela ganhou trés livros, ai cada livro ¢ uma forma, ‘né’?”
Pesquisadora:“[...] Como o senhor leria? Em qual ordem?” [...]

Pesquisadora: “O senhor me falou Iracema, Senhora e Luciola, essa ¢ uma forma?”

P5: “Trés formas.”

Fonte: As autoras

As discussdes anteriores € a sistematizagdo apresentada adiante na Tabela 3, referentes
ao uso de estratégias com representagcdes simbolicas mais refinadas e/ou adequadas em fungao
do grupo de participantes, lancam destaque a importancia da escolarizagdo na construgdo de
conhecimentos acerca da combinatoria, bem como de tais representagdes.

Os estudantes dos grupos 2 e 3 fizeram uso, com maior frequéncia, de estratégias e
representacdes simbodlicas mais eficientes a resolucdo dos problemas propostos (listagens
reduzidas e/ou sistematicas — e multiplicacdo), mas ¢ valido ressaltar que estas podem ainda
ser insuficientes quando se lida com problemas mais complexos ou que envolvem um maior
numero de possibilidades. A escolarizacdo formal possui, assim, papel central na construcao

(continua e ao longo da escolarizacdo) de um repertério de estratégias e suas representagoes
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relacionadas ao raciocinio combinatdrio, chegando-se, inclusive, ao uso de formulas (Borba,

2016).
Tabela 3.

Percentuais de estratégias e representagdes simbdlicas mais utilizadas (por grupo)

Grupo 1. Concluintes dos
Anos Iniciais

Grupo 2. Concluintes dos
Anos Finais

Grupo 3. Concluintes do
Ensino Médio

Problemas - Sem revisitagdo (37,5%); - Enumeragao Oral (78%); - Enumeracao Oral (47%);

combinatoérios - Enumeracgao Oral (34%); - Sem revisitagdo (16%); - Listagens escritas (16%);
- Adicdo ou uso de valores do | - Listagens escritas (4%). - Multiplicago (22%).
enunciado (16%).

Espacos - Enumeragao Oral (72%); - Listagem extensiva - Listagem ndo sistematica

amostrais - Listagem Extensiva (28%). (algumas sistematicas) (reduzidas ou extensivas)

(84%).

(75%);
- Sistematizagdo e
generalizagdo (25%).

Fonte: As autoras

No caso especifico da constru¢ao de espacos amostrais a dificuldade com a escrita e a
propria familiarizagdo com problemas combinatorios € matematicos em geral, foram
determinantes no uso de diferentes estratégias e representacdes para levantar possibilidades

uma a uma (seja a partir da enumeragdo oral ou de listagens de diferentes naturezas e niveis de

apropriacdo/generaliza¢do), como se pode observar na Tabela 4.

Tabela 4.

Representagdes simbolicas/estratégias utilizadas nos problemas de constru¢ao de espagos

amostrais (percentual)

Estratégias/ Espaco amostral
Representacoes
Produto Combinacdo Permutacdo Arranjo

cartesiano
Enumeracao oral 20,8 25 25 25
Listagem extensiva nao sistematica 58,3 66,6 62,5 41,6
Listagem extensiva sistematica 16,7 16,7
Listagem reduzida nao sistematica 4,2 8,3 4,2
Listagem reduzida sistematica 4.2 4.2 4.2 8,3
Generalizacio de listagem 4,2

Fonte: As autoras

Os resultados obtidos a partir da pesquisa desenvolvida evidenciaram que a
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construcdo de espagos amostrais (a partir da solicitagdo de listagem/indicagdo de cada
possibilidade — enumeracao oral no caso dos estudantes com dificuldades de escrita) foi um
caminho rico para a discussdo e reflexdo acerca dos invariantes (relacdes de ordem e de

escolha) dos distintos contextos combinatorios explorados.

O papel das revisitagdes

Ao terem um contato inicial com as situagcdes combinatdrias de produto cartesiano,
combinagdo, permutacdo e arranjo a partir da solicitacdo de construcao de espago amostral
(caso de Teste 2) ou a revisitar tais situacdes via raciocinio probabilistico apos resolvé-las
inicialmente fazendo uso de estratégias e representagdes livres (Teste 1) os estudantes tiveram
a chance de analisar, de maneira mais sistematizada, as possibilidades ja consideradas e
levantar outras a luz dos invariantes de ordem e de escolha considerados em cada situagdao. A
partir dessa articulagdo entre combinatoria e probabilidade os desempenhos dos diferentes
grupos tenderam a se aproximar.

O desempenho dos participantes do Grupo 3 (concluintes do Ensino Médio) se
destacou no problema de espago amostral de produto cartesiano, visto que os estudantes de tal
grupo conseguiram esgotar, na maior parte das vezes, as possibilidades relacionadas a esses
problema em especifico, problema no qual o melhor desempenho geral foi observado — sendo

assim, o tipo de problema mais simples para os participantes do estudo como um todo.

Figura 6.
Desempenho médio nos problemas combinatorios e de espaco amostral (por tipo de teste)
1,6
14 133 s
12— —
I 0,83
0,8 || 0,67 i I Teste 1
0,6 + — — — 0,42 Teste 2
04 g 19025 025 geat 1T ggs 1
02— 1 0258 0420 7
0 T T T T T T T 1
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PC: produto cartesiano; EAPC: espago amostral de produto cartesiano; C: combinagdo; EAC: espago amostral de
combinagdo; P: permutacdo; EAP: espaco amostral de permutacdo; A: arranjo; EAA: espaco amostral de arranjo;
Teste 1: Problemas combinatorios revisitados via probabilidade; Teste 2: Problemas probabilisticos revisitados
via combinatoria.

Fonte: Lima (2018, p. 89)
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O grafico apresentado na Figura 6 evidencia diferentes comportamentos referentes aos
desempenhos apresentados pelos participantes da pesquisa a depender do tipo de teste
resolvido isto ¢, da ordem de apresentagdo dos problemas propostos. Nos casos nos quais 0s
problemas combinatorios foram resolvidos inicialmente (Teste 1) e revisitados via construgao
de espago amostral o desempenho médio tendeu a ser melhor nesses problemas de natureza
probabilistica nos quais foi solicitada a indicacdo das possibilidades uma a uma. Essa
revisitacdo via espaco amostral proporcionou um momento de (re)avaliacdo das resolucdes
dadas aos problemas combinatoérios no Teste 1, permitindo que os participantes realizassem
correcdes e até mesmo mudassem as estratégias e representacdes utilizadas na busca da
explicitacdo de mais alguma possibilidade (ou até mesmo o esgotamento: indicacdo de todas
as possibilidades).

Por sua vez, ao se tratar do Teste 2, no qual os problemas de constru¢ao de espagos
amostrais eram resolvidos antes dos problemas combinatdrios sem solicitagdo especifica de
listagem/enumeracdo de possibilidades, houve um pequeno crescimento no desempenho
médio apenas nos problemas de produto cartesiano e de arranjo. Dessa maneira, as
revisitagdes propostas no Teste 2 (problema combinatorio como revisitagdo ao problema de
explicitagdo de espaco amostral) ndo surtiram o mesmo efeito daquelas presentes no Teste 1,
ndo proporcionando um avango, que ¢ em sua maioria qualitativo, como mencionado no caso
anterior.

Os avangos qualitativos que sdao frutos dessa articulacdo entre combinatéria e
probabilidade (mais presentes no Teste 1), no entanto, ndo sdo claramente evidenciados em
analises como as até entdo apresentadas. As pontuagdes atribuidas aos desempenhos
apresentados se basearam em categorias de desempenho, assim, um estudante que tivesse
indicado metade das possibilidades relativas a certo problema combinatorio, precisaria
conseguir, a partir da revisitacdo do mesmo, esgota-las para que pudesse avancar de categoria
(aumentar sua pontuagdo). Isso justifica o avanco quantitativo expressivo observado
exclusivamente ao se tratar do problema de produto cartesiano no Teste 1, pois, além de essa
ter sido a situagdo combinatoria mais simples para os participantes do estudo, a revisitagcdo por
meio da listagem/enumeragdo oral de cada possibilidade (construgdo de espaco amostral)
levou muitos estudantes a esgotarem as possibilidades (esgotamento que se mostrou mais

dificil nas demais situagdes combinatorias propostas).
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Assim, ¢ de suma importancia destacar que os problemas propostos, que articularam
diferentes situagdes combinatorias a construcdo de espagos amostrais proporcionaram
melhorias de desempenho nao s6 no sentido de explicitagdo de um numero maior de
possibilidades (por vezes se aproximando bastante de seu esgotamento), como também
permitiram que os estudantes pudessem refletir acerca dos invariantes de ordem e de escolha
das situagcdes combinatorias em questdo e modificar suas estratégias de resolugdo de tais
problemas.

Os participantes que resolverem o Teste 1 (problemas combinatorios revisitados via
constru¢do de espagos amostrais) que ndo haviam utilizado a listagem/enumeracao
espontaneamente, tiveram a chance, na revisitacdo, de indicar uma a uma as possibilidades
referentes a cada problema combinatoério proposto. Por sua vez, os estudantes que ja haviam
utilizado algum tipo de listagem ao resolver os problemas combinatorios de produto de
medidas, combinagdo, permutacdo e arranjo puderam, no momento das revisitagcdes a partir do
raciocinio probabilisticos, revisar e fazer ajustes em tais registros. Esse momento de
revisitagao/andlises/ajustes permitiu que fossem levantadas reflexdes sobre os invariantes das
situagdes combinatorias em questdo, na busca pelo esgotamento dos casos possiveis em cada
contexto. A transcricdo exemplificada na Figura 7 ilustra contribuigdes que a revisitagdo aos
problemas combinatorios via construc¢do de espagos amostrais proporcionou aos desempenhos
dos participantes.

Figura 7. Exemplo de transcri¢do da entrevista clinica (P17)

Transcri¢cao 3: Problema de arranjo (Teste 1), resolvido por P17 (Grupo 3). Enumeracao oral:
mais da metade das possibilidades

4 rapazes desejam participar de uma ‘pelada’ com seus amigos e querem definir um atacante e
um goleiro. De quantas formas diferentes os rapazes podem se organizar para ocupar as posi¢oes
citadas?

Pesquisadora: “[...] vocé ja me falou Julio e Cicero. Desses dois quem vai ser o goleiro e quem
vai ser o atacante?”

P17: “O goleiro vai ser Julio e o atacante vai ser Cicero...”

[...] P17 indica oralmente outra dupla de rapazes.

Pesquisadora:“Quantas formas sdo possiveis? Duas?”

P17: “Sao quatro. Pode ser o contrario também!”

Apoés passar a considerar a inversdo de posigdes, registra as letras A (atacante) e G (goleiro)
acima de cada desenho representando os rapazes. Identifica mais dois pares (e também seus
inversos), chegando a enumerar oralmente oito possibilidades.

Fonte: As autoras
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Como pode ser observado, o participante P17 j& havia demonstrado compreender os
invariantes de ordem e de escolha referentes ao problema de arranjo proposto, no qual,
inicialmente, utilizou a enumeragdo oral para indicar 8 possibilidades (Julio-Cicero; Cicero-
Julio; Anderson-Mateus; Mateus-Anderson; Anderson-Cicero; Cicero-Anderson; Mateus-
Julio; Julio-Mateus). Ele, assim, havia escolhido corretamente dois dos rapazes por vez e
percebido que a ordem indicaria possibilidades distintas, referentes a qual dos rapazes seria
atacante e qual seria goleiro, mas ndo havia conseguido esgotar as possibilidades.

A partir da revisitagdo ao problema em questdo, via constru¢cdo do espago amostral
correspondente, o estudante fez uso de listagem reduzida sistematica (utilizando abreviagdes
dos nomes de cada um dos rapazes mencionados no enunciado e ‘At’ para atacante ¢ ‘Go’ para
goleiro e conseguiu identificar novas possibilidades validas no problema em questdo. Dessa
maneira, conseguiu atingir um acerto total, esgotando o numero de possibilidades (12).

A construgdo do espaco amostral atuou, nesse caso, como um importante auxilio na
chegada de um acerto total, pois facilitou a visualizagao das possibilidades consideradas pelo
estudante e permitiu que ele sistematizasse a contagem dos pares — também invertidos. Dessa
forma, a compreensdo dos invariantes da situacdo combinatoria resolvida foi potencializada
pela revisitagao sob o olhar da probabilidade.

Destaca-se que a chegada ao esgotamento de possibilidades ndo foi a tunica
contribui¢do evidenciada a partir da revisitagdo aos problemas combinatérios. Em alguns
casos, tais revisitacdes proporcionaram a reflexdo sobre os invariantes dos problemas em
questdo que levaram os estudantes a desconsiderarem possibilidades repetidas ou indicarem
mais algumas possibilidades, sem que se chegasse a um acerto total.

Ao resolver o problema combinatdrio referente a situacao de permutacao de trés livros,
o participante P1 (concluinte dos Anos Iniciais) fez uso de multiplicacdo inadequada. O
estudante considerou o valor presente no enunciado (nimero de livros) e o multiplicou por ele
mesmo — 3 vezes 3. A partir dessa operacdo, P1 indicou que existiam nove ordens de leitura
distintas no contexto em questdo, sem especificar (enumerar oralmente ou listar) nenhuma
delas. Posteriormente, a partir da revisitacdo a tal situacdo combinatéria via constru¢do do
espago amostral correspondente (olhar probabilistico), este mesmo participante fez uso de
listagem, registrando por escrito, lado a lado, cada ordem de leitura considerada, isto ¢, cada

possibilidade levantada: Ilracema, Senhora, Luciola; Senhora, Iracema Luciola,;Luciola,
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Iracema, Senhora; Senhora, Luciola, Iracema; Luciola, Senhora, Iracema; Iracema, Luciola,
Senhora.A transcri¢do referente a tal problema ¢ apresentada na Figura 8.

Figura 8. Exemplo de transcri¢do da entrevista clinica (P1)

Transcri¢cao 4. Problema de espaco amostral de permutacdo (Teste 1), resolvido por P1
(Grupo 1). Listagem extensiva nao sistematica: todas as possibilidades

[...] P1 lista rapidamente as seis ordens de leitura possiveis, demonstrando boa compreensao do
invariante de ordem do problema.

Pesquisadora: “Quando vocé resolveu antes, fazendo a conta, a resposta foi nove, ndo foi?
Vocé acha que so seis ou sdo nove ordens de leitura possiveis?”

P1: “[...] Seis. Nao consigo escrever mais ndo... Tem mais ndo”

Fonte: As autoras

A partir da revisitagdo em questdo, P1 conseguiu, assim, visualizar as possibilidades
consideradas, esgotando-as (seis) e chegando a conclusdo de que, inicialmente, ao utilizar a
multiplicagdo inadequada, havia extrapolado o numero de possibilidades existentes. Ajustou,
portanto, sua resposta, chegando a um acerto total.

Em outro exemplo, P21 (Grupo 3), ao resolver o problema de combinagdo, enumerou
oralmente possibilidades de escolha de trios a partir dos cinco primos de Sara. O participante
baseou-sena disposicdo dos rapazes na ilustracdo para construir as trés possibilidades
consideradas, utilizando-se de nomes de primos que estavam lado a lado (André, Bruno e
César; Bruno, César e Diogo; e César, Diogo e Eraldo).

Ao revisitar essa situacdo combinatéria a partir do problema probabilistico de espago
amostral de combinacdo fazendo uso de listagem, P21 conseguiu indicar varias outras
possibilidades validas (Figura 9) mesmo ndo tendo chegado ao esgotamento (10
possibilidades). Nesse caso em especifico, houve avanco de desempenho tanto quantitativo
quanto qualitativo. Inicialmente P21 havia enumerado oralmente menos da metade das
possibilidades (obtendo uma pontuagdo 0 nesse problema) e, pds revisitacdo via listagem,
considerou mais da metade das possibilidades (obtendo pontuagdo 1). Esse participante
demonstrou, também, abstracdo a partir do contexto explorado no problema, pois desprendeu-

se da disposicao dos primos na ilustragao para construir as possibilidades.
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Figura 9. Problema de espaco amostral de combinagao (Teste 1), resolvido por P21 (Grupo 3).
Listagem extensiva ndo sistematica: mais da metade das possibilidades

Imdns] Bauno, Cadee.
Bwno Cedor. Diofo.
Faado Amdrd CwBo7.
Ce30°7 D:',?o Am&ﬂﬁ
B, g ndds, Amdad
/)mol’lﬁ ' )A'O/QO, Pawn®
. 7
Enodolo  Diogo , Cehor-

Fonte: Dados da pesquisa

Como apontado anteriormente, as revisitacdes propostas no Teste 2 (no qual os
problemas solicitavam, explicitamente, a listagem de possibilidades antes da apresentacdo dos
problemas combinatérios) ndo foram tdo proveitosas. Um ponto negativo nessa ordem
articulagdo proposta (probabilidade = combinatoria) relaciona-se ao fato de que grande parte
dos estudantes apresentaram resisténcia em revisitar os problemas de espago amostral. Os
estudantes que utilizaram esse tipo de teste (metade da amostra de cada grupo) ja haviam
registrado por escrito (ou enumerado oralmente) cada uma das possibilidades consideradas e,
muitas vezes, ndo possuiam um repertorio de estratégias mais eficientes/refinadas para a
resolucao dos problemas e, portanto, decidiam manter a resposta obtida na tentativa anterior,
sem fazer uma analise ¢ revisao das construgdes.

A revisitagdo as possibilidades consideradas ¢, contudo, um rico momento para que
sejam levantadas reflexdes sobre os invariantes dos problemas e pode proporcionar ajustes as
construgdes e levar a descoberta de novas possibilidades ou desconsideracdo de casos
repetidos. Dessa forma, ao optar pela ndo revisitagdo aos problemas de espaco amostral,
alguns estudantes desperdi¢aram a oportunidade proporcionada pela articulagdo proposta.

Assim, mesmo que as revisitagcdes propostas no Teste 2 tenham provocado resisténcia
por parte de alguns participantes em revisar suas resolugdes, proporcionou alguns avangos
proveitosos para a melhoria do desempenho/desenvolvimento dos raciocinios foco do
estudo.Nas Figuras 10 e 11 ¢ ilustrado o caso de um estudante do Grupo 2, que ao utilizar a
listagem no problema de espago amostral de arranjo havia indicado o dobro das possibilidades
existentes, revelando incompreensdes do invariante de ordem. Na revisita¢do, revisando sua

listagem, o participante eliminou as repeti¢cdes, chegando ao acerto total.
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Figura 10. Problema de espago amostral de arranjo (Teste 2), resolvido por P16 (Grupo 2).
Listagem reduzida sistematica: Extrapolacao das possibilidades

o
[
14 Se Matcus for escallite mucn coe oo T2 o AN

Fonte: Dados da pesquisa

Figura 11. Exemplo de transcri¢do da entrevista clinica (P16)

Transcricdo 5. Problema de arranjo (Teste 2), resolvido por P16 (Grupo 2).
Enumeracao oral: todas as possibilidades

[...] P16 revisa a listagem feita anteriormente.
PI16: “[...] Eu ja tinha contado duas vezes, pra dizer que tinha trocado, mas ai eu escrevi de

novo (risos).”

Pesquisadora: “Tem dupla repetida, entdo?”

PI16: “‘Ta’ tudo repetido. Eu escrevi 24, mas ‘¢’ so 12.”

Nao reescreveu a lista, apenas analisou a anteriormente construida e registrou o total (12).

Fonte: As autoras
Ao resolver o problema de espago amostral de arranjo (Figura 10), P16 considerou

corretamente o invariante de ordem do problema, indicando que cada dupla de rapazes poderia
ser contada duas vezes, pois escolher Anderson para ocupar a vaga de atacante e Julio para
ocupar a vaga de goleiro ¢ diferente de escolher Julio para ser atacante e Anderson para ser
goleiro, por exemplo. P16 representou tal possibilidade de inversdo da dupla utilizando o
numero dois apds cada par de rapazes listado. No entanto, posteriormente, P16 considerou
essa inversao na propria listagem reduzida e indicou, assim, o dobro de possibilidades. No
momento em que revisitou a listagem produzida, a partir da resolu¢do do problema
combinatdrio de arranjo, percebeu o erro e, oralmente, chegou ao acerto total.

E importante reforgar, portanto, que as revisitagdes propostas entre os problemas
combinatorios e os problemas probabilisticos (constru¢ao de espaco amostral),em ambos os
testes utilizados (diferentes ordens de articulagdo: combinatoria —> probabilidade e
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probabilidade = combinatoria), proporcionaram importantes contribui¢des (principalmente
qualitativas) que relacionam os raciocinios combinatorio e probabilistico dos participantes da
pesquisa.

Por fim, destaca-se que a pesquisa em questdo explorou, ainda, articulacdes entre
problemas combinatorios e outras demandas cognitivas ao amplo entendimento da
probabilidade (Bryant & Nunes, 2012). Os problemas que exploram a construcdo de espacos
amostrais possuem uma relacdo mais direta com o raciocinio combinatorio e sdo foco de
outros estudos que ressaltam a importancia da articulagdo entre combinatéria e probabilidade a
partir do uso de representagdes variadas (Kapon, Ron, Hershkowitz & Dreyfus, 2015,
Lockwood, 2012, Nunes, Bryant, Evans, Gottardis & Terlektsi, 2014, Rubel, Lim, Hall-
Wieckert & Sullivan, 2016), contudo, estes nao foram os unicos a se relacionarem
positivamente com os problemas combinatorios, como discutido no texto completo de
dissertacdo (Lima, 2018) e em outros recortes publicados anteriormente (Lima & Borba, 2018,
2019a, 2019b, 2020).

A seguir, sao apresentadas algumas consideragdes acerca das analises e discussoes

presentes no presente texto.

Algumas consideracoes

Com a realizagdo da pesquisa relatada constatou-se, corroborando estudos anteriores,
um melhor desempenho no problema combinatério que explorou a situacdo de produto
cartesiano ¢ o menor desempenho no problema de combinagdo. No recorte apresentado no
presente texto, teve-se por foco a articulagdo entre as diferentes situagdes combinatorias
propostas ¢ uma das demandas cognitivas ao amplo entendimento da probabilidade,
relacionada a construcdo de espacos amostrais. A partir de tais revisitagdes em ambos os
sentidos — Teste 1 (combinatdria = probabilidade) e Teste 2 (probabilidade > combinatéria)
— foram observadas contribui¢des quantitativas e qualitativas nos desempenhos dos estudantes,
bem como nas reflexdes e falas que evidenciam seus raciocinios, revelando, ainda, a grande
importancia da realizacao das entrevistas clinicas para que fosse possivel acompanhar de perto
o processo de resolugdo dos problemas propostos.

No Teste 1, a construgdo de espagos amostrais (a partir de listagens variadas ou

enumerac¢do oral) se mostrou um momento rico de avaliagdo/revisdo das estratégias utilizadas
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inicialmente e espontaneamente na solugdo dos problemas combinatorios propostos,
auxiliando os estudantes no esgotamento ou aproximac¢do ao nimero total de possibilidades,
bem como de reflexdo sobre os invariantes de ordem e de escolha desses problemas. No Teste
2, no qual a solicitacdo da construcao de espagos amostrais foi feita antes da apresentacao do
problema combinatdrio, muitos estudantes apresentaram resisténcia em fazer revisitagdes aos
problemas propostos, visto que ndo possuiam um repertorio mais refinado de estratégias e
respectivas representacdes para utilizar apds a listagem/enumeragdo de possibilidades uma a
uma. Tal decisdo, no entanto, fez com que muitos estudantes perdessem a oportunidade de
(re)analisar as construgdes feitas e invariantes considerados, o que poderia leva-los a avangar
em seus desempenhos. Dessa maneira, a ordem de articulagdo presente no Teste 1 (situacdes
combinatorias revisitadas via probabilidade — construgdo de espagos amostrais) se mostrou
mais promissora na pesquisa em questao.

A escolarizacdo formal influenciou, principalmente de maneira qualitativa, os
desempenhos apresentados pelos estudantes pertencentes aos diferentes grupos. Essa
influéncia esteve atrelada ao uso de diferentes estratégias e representacdes simbolicas, bem
como a compreensdao dos invariantes (de ordem e de escolha) dos diferentes tipos de
problemas explorados.

Dado o destaque relacionado a listagem no presente trabalho, ¢ necessario apontar que
esta ¢ uma importante estratégia/representagdo, intrinsecamente relacionada a problemas de
natureza combinatoria e probabilistica nos quais o levantamento/quantificacdo de
possibilidades ¢ essencial, mas ndo ¢ suficiente para a Educacdo Bésica. Em momentos mais
avancados da escolarizagdo € necessario, tendo-se em vista o desenvolvimento dos raciocinios
combinatorio e probabilistico dos estudantes, que o ensino formal preze pela compreensao dos
invariantes de diferentes situagdes que nao dependa do uso de listagem/enumeragao oral direta
e que outras representagdes (mais refinadas e com capacidade de abstra¢do) sejam conhecidas
e dominadas. Dessa forma, os estudantes estardo aptos a resolver problemas mais complexos e
com numero maior de possibilidades envolvidas.

Assim, a instrucdo escolar deve proporcionar o desenvolvimento desses raciocinios
(inclusive de maneira articulada), tendo por foco a ampliacdo do repertorio de estratégias
(como o principio fundamental da contagem, formulas, etc.) e a sistematizacdo das ja

utilizadas, visto que “as representagdes simbdlicas tém justamente a vantagem de dar uma
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ajuda a resolucdo de um problema quando os dados sdo numerosos e a resposta a questdo
colocada exige varias etapas” (Vergnaud, 1996, p. 184). O uso de listagem (construcdo de
espago amostral) € um caminho promissor para a exploragao dos invariantes dos problemas
combinatorios, preparando os estudantes para o uso posterior do principio fundamental da
contagem e das formulas.

No intuito de dar continuidade ao estudo das relagdes entre combinatéria e
probabilidade, centro das discussdes do presente artigo, encontra-se em andamento a pesquisa
de doutoramento da primeira autora, sob orientagdo da segunda autora. Tal pesquisa busca
aprofundar o olhar a combinatdria, a probabilidade e as suas relagdes e possiveis articulagdes
ao explora-las em diferentes instdncias do curriculo e tem por objetivo geral analisar
articulagdes  entre  combinatéria e  probabilidade nos  curriculos  prescritos e
apresentados voltados aos anos finais do ensino fundamental, visando a constru¢do de uma
proposta que favoreca o ensino de ambas as areas. Trabalhos referentes a resultados
preliminares de diferentes etapas de tal estudo podem ser acessados no enderego

www.geracaoufpe.blogspot.com, pagina de divulgacao do Grupo de Estudos em Raciocinios

Combinatoério e Probabilistico, do qual ambas as autoras do presente texto sio membros.
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